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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 



Le Cours que j'entreprends aujourd'hui a pour 
objet diverses questions où Ton enjploie la tliéorie 
des surfaces. C'est la Géométrie considérée au point 
de vue de la Physique mathématique, une géomé- 
trie spéciale et nouvelle, que je vais essayer de dé- 
finir. 

Il ne s'agit plus d'étudier les propriétés d'une ligne, 
ou d'une trajectoire, plane ou à double courbure; 
ni celles de la surface qui limite un corps, et des 
lignes tracées sur cette sur^ic^ individuelle. Il faut 
considérer à la foi8^'<^|^s'^rve||)aoe, ou dans l'étendue 
à trois dimensions, ^wit^ de surfaces, réu- 

nies par une proprietWctàflrfftune, soit plusieurs fa- 
milles découpant un vofiune en polyèdres curv^ 
lignes. 

Toutes les branches des Mathématiques appliquées 
s'accordent pour réclamer cette nouvelle étude, cette 
extension de la Géométrie transcendante. Une revue 
rapide de ces diverses branches mettra ce fait hors de 
doute. 

Lorsqu'un fluide est en équilibre, a chaque point 
correspond une pression, qui s'exerce normalement, 
et avec là même intensité, sur tous les éléments-plans 
dont ce point fait partie. La même pression appar- 
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tient à tous les points d'une certaine surface, qu*on 
appelle surface de niveau, et qui jouit de la propriété 
d'être partout normale à la résultante des forces ex- 
térieures, pesanteur, actions capillaires, ou autres. 
L'espace occupé par le fluide est le lieu géométrique 
d'une infinité de surfaces semblables, lesquelles com- 
posent une famille de surfaces de niveau. La science 
de l'Hydrostatique a pour objet de déterminer la 
forme de ces surfaces, et la loi qui régit la variation 
de la pression, lorsqu'on passe d'une de ces surfaces 
à une autre. 

D'après la loi de l'attraction universelle, si, pour 
chaque point de l'espace, on compose la somme des 
masses de toutes les molécules matérielles de l'univers, 
respectivement divisées par leurs distances ace point, 
on obtient la fonction qui a reçu le nom de potentiel^ et 
dont la dérivée partielle, suivant une direction quel- 
conque, donne la composante, suivant cette même 
direction, de la résultante dies attractions exercées sur 
le point considéré. Le potentiel a la même valeur pour 
tous les points d'une certaine surface, qu'on appelle 
encore surface de niveau, et qui jouit pareillement de 
la propriété d'être partout normale à la résultante des 
attractions. L'espace est le lieu géométrique d'une 
infinité de surfaces de même nature, lesquelles compo- 
sent une famille de surfaces d'égal potentiel, et dont 
la considération éclaircit singulièrement Ténoncé, et 
la solution d'un grand nombre de problèmes de la 
mécanique céleste. 

Dans la théorie analytique de la chaleur, lors de 
l'état statique, la température est station naire en 
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chaque point du corps solide homogène que Ton con- 
sidère. Cette température a la même valeur pour tous 
les points d'une certaine surface, qu'on appelle sur- 
face isotherme. Le volume du corps est le lieu géomé- 
trique d'une infinité de surfaces semblables, lesque^es 
composent une famille de surfaces isothermes, et dont 
la considération peut simplifier beaucoup la recherche 
qu'on a en vue. Par exemple, si le solide constitue 
une enveloppe, dont les deux parois sont entretenues 
à des températures fixes, connues et différentes, le 
problème à résoudre consiste à trouver l'équation 
générale, et le paramètre thermométrique, de la fa- 
mille de siu'faces isothermes qui comprend les deux 
parois, eP la température varie, dans l'intérieur du 
corps, propertionnellement au paramètre trouvé. 

Si l'hydrostatique et la théorie du potentiel ont 
introduit les familles des surfaces de niveau, la théo- 
rie de la chaleur celles des surfaces isothermes, la 
théorie de la lumière celles des surfaces d'ondes; 
c'est la théorie mathématique de l'équilibre d'élasticité 
des corps solides, qui a introduit la considération de 
trois familles conjuguées et orthogonales. 

En effet : il résulte de cette théorie qu'en chaque 
point d'un solide en équilibre d'élasticité, il existe 
toujours trois éléments-plans rectangulaires, que les 
foreea élastiques sollicitent normalement, tandis que 
tous les autres éléments, au même point, peuvent 
n'éprouver que des tractions ou des pressions obli- 
ques. Si donc on considère à la fois les trois éléments- 
plans sollicités normalement, qui correspondent à tous 
les points du solide, et dont les positions varient d'une 
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manière continue, tous ces triples éléments pourront 
former,, de proche en proche, trois familles de sur- 
faces orthogonales, composant ce qu'on appelle un 
système isostatique, et qui jouissent de la propriété 
fondamentale d'être seules sollicitées normalement 
par les forces élastiques. 

Dans tout système isostatique, chacune des trois 
familles de surfaces conjuguées a son paramètre, cons- 
tant pour chaque surface, variable d'une surface à une 
autre. Les trois paramètres forment évidemment un 
système de coordonnées, car en leur donnant des 
valeurs particulières, elles appartiennent à trois sur- 
faces individuelles, qui se coupent orthog^nalement 
..en un point, lequel est complètement déterminé par 
ces valeurs. De là est venue l'idée des ^coordonnées 
curvilignes, dont l'emploi est indispensable quand on 
veut traiter des corps de formes données, dans les 
diverses branches de la Physique mathématique. 

En effet : dans toutes ces branches, il s'agit tou- 
jours d'intégrer, ou de déterminer, une ou plusieurs 
fonctions qui doivent vérifier une ou phisieurs équa- 
tions aux différences partielles du second ordre, 
exprimant les loiç physiques qui régissent les fonctions 
dont il s'agit. Et, encontre, ces fonctions, ou leurs in- 
tégrales générales, doivent vérifier d'autres équations 
aux différences partielles du premier ordre, jpour tous 
les points appartenant à la surface qui limite le corps 
que l'on veut traiter. 

Or, ce problème de double intégration serait com- 
plètement inabordable, si l'on ne pai^venait pas à rap* 
porter les points du corps, à un système de coordôn- 



polaires; la sphère à l'aide des coonlo; 
ques; l'ellipsoïde par les coordonnét's clIiptiJ 

Dans la théorie de l'attraction, la loiictic 
tentiel ; dans celle de la chaleur, c'esl la teina 
L'équation générale aux différences parlielll 
cond ordre, est la même pour les deux iliéoricl 
on ne considère que l'état statique. Dt> lit 
les paramétres des surfaces d'égal polcnrit^'ll 
des surfaces isothermes, obéissent aux iiu-ii 
tions géométriques. C'est-à-dire quf ces di-i 
dé surfaces se superposent compléteiiicnt ,1 
forment qu'une seule. Coïncidence lemarqti 
rapproche les deux théories, à tel point, qui 
vant analytiquement certaine questiurj 
chez l'une, on a immédiatement la soi 
question correspondante, chez l'aulrc 

Ainsi, la théorie du potentiel se balaiiC' 
analogies : l'une avec l'hydrostatique, qn: 
la définition des surfaces de niveau; l'.ititt'| 
théorie de la clialeur, dont elle peut 
toutes les familles de surfaces. La preniiere| 
repose sur une propriété mécanique coir 
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ticité des milieux solides, il y a trois fonctions, repré- 
sentant les projections du déplacement moléculaire, 
et trois équations aux différences partielles du second 
ordre, qui régissent simultanément ces trois fonctions. 

Les systèmes isostatiques correspondants ne pa- 
raissent assujettis à aucune autre condition essen- 
tielle, que celle de Torthogonalité des trois familles 
de surfaces qui les composent. Mais, à chacune des 
trois fonctions, correspond une certaine famille de 
surfaces d'égale intensité. Et ces nouvelles familles, 
ou leurs paramètres, sont régis par une équation aux 
différences partielles du quatrième ordre, présentant 
cette identité, en quelque sorte composée, avec l'é- 
quation unique qui régit le potentiel et le paramètre 
thermométrique, qu'il suffit de doubler l'ensemble des 
opérations différentielles donnant cette dernière, pour 
obtenir -la première. 

Nouveau rapprochement qui fait entrevoir l'avéne- 
' ment futur d'une science rationnelle unique, embras- 
sant, par les mêmes formules, les trois branches. des 
mathématiques appliquées, que je viens de définir, 
et, en outre, la théorie des ondes sonores et celle des 
ondes lumineuses, qui ne sont autres que la théorie 
générale de l'élasticité dans l'état dynamique. 

Ces considérations me paraissent établir, et même 
démontrer, l'importance, ou plutôt la nécessité d'une 
étude spéciale des familles de surfaces et des systèmes 
orthogonaux. Cette étude constitue en quelque sorte 
une nouvelle branche de la Géométrie analytique : 
après celle des lignes droites ou courbes, après celle 
des plans ou des surfaces individuelles, vient néces- 
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sairçment rétude des volumes, ou de l'étendue à trois 
dimensions, découpée en éléments de formes diverses^ 
suivit Tobjet spécial que Ton se propose. 

A ces diverses branches de la géométrie analytique, 
correspondent les diverses parties du Calcul intégral. 
L'intégration des équations différentielles ordinaires, 
ou des fonctions d'une seule variable, c'est l'étude 
classique des courbes planes, et à doubles courbures. 
L'intégration des équations aux différences partielles 
des fonctions de deux variables seulement, c'est l'é- 
tude des surfaces individuelles, ou l'analyse appliquée 
de Monge, complétée par des travaux nombrei^x, de 
Gauss, de Liouville, et d'autres géomètres. En6n, 
l'intégration des équations aux différences partielles 
des fonctions de trois variables, correspond à l'étude, 
qui fera l'objet du cours actuel, des surfaces réunies 
en familles,, des surfaces isothermes, des surfaces de 
niveau, des surfaces d'ondes, des surfaces isostatiques 
ou orthogonales. 

C'est pour étendre les cas d'intégration des fonctions 
de plusieurs variables, qui se présentent en physique 
mathématique, que cette dernière théorie a été ima- 
ginée. Son but était donc purement analytique. Aussi 
est-ce par l'analyse que les propriétés qui la compo- 
sent ont été découvertes. Celles de ces propriétés qui 
peuvent s'énoncer dans le langage de la géométrie 
pure, ont ensuite été établies directement, avec plus 
ou moins de simplicité ou d'élégance. Mais ces pro- 
cédés d'après coup ne doivent être considérés que 
comme de pures vérifications. L'invention ne leur 
appartient pas; ils la masquent ou la déguisent, à la 
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manière stérile des anciens, et des géomètres du 
XVJI® siècle. 

Toutefois, parmi les propriétés des systèmes ortho- 
gonaux, il en est une, qui avait été découverte anté- 
rieurement par M. Ch. Dupin, et qui consiste en ce 
que, deux des familles de surfaces conjuguées tra- 
cent, sur chaque surface de la troisième famille, 
toutes ses lignes de courbure. Cette belle propriété, 
reconnue par un trait de génie, est sans doute la pre- 
mière et la plus importante. Toutes les autres eii sont 
pour ainsi dire les conséquences différentielles. Mais 
leur déduction exige l'emploi de la méthode analy- 
tique qui les a signalées. Et ce sont précisément ces 
conséquences seules, qui répondent directement aux 
questions de physique mathématique qu'il fallait ré- 
soudre. 

S'il s'agissait d'une science où tout serait décou- 
vert, on pourrait substituer partout, sans inconvé- 
nient, sinon avec avantage, des vérifications géomé- 
triques aux démonstrations analytiques et primitives. 
Mais il reste encore beaucoup à chercher, une mul- 
titude de points à éclaircir, et même une nouvelle 
science à édifier. Conservons donc avec soin la mé- 
thode d'invention, qui, ayant fait ses preuves, est 
seule capable d'aborder les dernières difficultés. 

En effet, les familles de surfaces, considérées iso- 
lément ou par association, éclaircissent incontestable- 
ment l'état statique, dans les diverses branches de la 
physique mathématique, tel que l'équiUbre des tem- 
pératures dans les corps solides, ou l'équilibre d'élas- 
ticité dans les milieikx pondérabl(*s. Mais, pour étu- 
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dier avec succès, et définir compléteiiient -l'éUit 
dynamique, il faudrait considérer les variations des 
surfaces conjuguées , leurs transformations succes- 
sives, savoir comment se modifient les surfaces iso- 
thermes, les surfaces isostatiques, d'iui instant au 
suivant. 

Nouvelle étude, qui éclaircirait et compléterait : la 
plupart des problèmes de la mécanique céleste; 
toute l'hydrodynamique; la pix)pagation des ondes à 
la sui;face des liquides; celle des ondes sonores ou 
l'acoustique; celle des ondes lumineuses ou la théo- 
rie de la lumière; enfin les lois de réchauffement et 
du refroidisseinent des milieux pondérables. 

C'est toute une quatrième branche de la géométrie 
transcendante , à peine entrevue, à peine ébauchée, 
qu'il, faudra créer, avant que la physique mathéma- 
tique, aujourd'hui stationuaire, puisse faire des pro- 
grès nouveaux et définitifs. Et cette branche Corres* 
pondra à l'intégration des équations aux différences 
partielles des fonctions de quatre variables, des coor-^ 
données et du temps. 

On ne saurait trop insister sur cette correspon- 
dance, entre deux branches, l'une de la haute géo- 
métrie, l'autre de l'analyse infinitésimale. Elles se 
proposent un même but, qu'elles atteignent en ins- 
tant unies, en travaillant constamment de conserve ; 
mais, dont elles s'éloigneraient à jamais, en se sépa- 
rant, pour s'occuper de recherches divergentes. 

Quand on médite sur l'histoire des mathématiques 
appliquées, on est effectivement conduit à attribuer 
leurs principales découvertes, leurs progrès les plus 
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décisifs, à Tassociation de l'analyse et de la géomé- 
trie. Et les travaux, que produit l'emploi exclusif de 
chacun dé ces instruments, apparaissent alors comme 
des préparations, des perfectionnements, en atten- 
dant l'époque qui sera fécondée par leur réunion. 

Puisqu'il s'agit ici d'un Cours de Physique mathé- 
matique, destiné à répandre la connaissance de cette 
science, à faciliter les nouvelles recherches, à indi- 
queras progrès qu'elle réclame, je regarde comme un 
devoir, de respecter l'association créatrice de l'ana- 
lyse et de la géométrie, lorsque j'exposerai la théorie 
des surfaces orthogonales; de n'avoir recours à la 
géométrie seule, que pour énoncer, d'une manière 
claire et précise, les résultats obtenus; de conserver, 
enfin, une méthode d'invention, qui est loin d'avoir 
dit son dernier mot. 

La Géométrie pure a certainement la puissance de 
faire des découvertes sur son propre terrain, comme 
lé témoignent, si abondamment, les travaux des 
Dupin, des Poncelet, des Chasles, des Steiner, et de 
leurs nombreux élèves. Admirons ces belles recher- 
ches; cédons parfois à l'attrait qu'elles offrent, en 
nous essayant sur les mêmes sujets. Mais, si un grand 
nombre des résultats, ainsi obtenus, ont été utilisés 
dans les sciences d'application , gardons-nous cepen- 
dant de croire à une omnipotence de la géométrie 
seule, qui n'existe pas, et que l'histoire de la science 
dément. 

Trop éblouis par la simplicité, la lucidité, l'élé- 
gance de certaines démonstrations purement géomé- 
triques, ne les substituons pas partout, en mécanique, 
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en physique mathématique, aux méthodes analy- 
tiques qui ont véritablement signalé les théorèmes 
énoncés, et qui, bien présentées, sont aussi simples, 
aussi lucides, aussi élégantes, et ont de plus le mérite 
de l'invention. 

Après avoir établi la nécessité d'introduire une 
nouvelle branche de la géométrie transcendante, et 
justifié l'emploi de la méthode analytique dans l'en- 
seignement de cette science, il me reste à indiquer, 
succinctement, l'ordre des matières qui composeront 
le Cours actuel. Quelques détails préliminaires sont 
indispensables pour tracer ce programme. 

Dans tout système orthogonal, outre les trois para- 
mètres des surfaces conjuguées, qui sont les coor- 
données curvilignes, il y a lieu d'ititroduire trois au- 
tres quantités, ou coefficients, dont la considération 
est nécessaire, pour la complète définition du système. 
Isolons une des familles, deux de ses surfaces infini- 
ment voisines, et la valeur du paramètre qui appar- 
tient à l'une d'elles. Généralement, ces deux surfaces 
ne sont pas partout également distantes, et l'épaisseur 
de la couche, qu'elles comprennent, varie d'une nor- 
male à une autre. Si donc on divise l'accroissement 
constant du paramètre, par cette épaisseur, ce rap- 
port sera variable, non-seulément d'une couche à une 
autre, mais aussi dans toute l'étendue d'une même 
couche. 

Je désigne ce rapport sous le nom de paramètre 
différentiel de la famille de surfaces considérée. Les 
paramètres différentiels des trois familles de surfaces 
conjuguées sont les quantités, ou les coefficients, qui 
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particularisent le système orthogonal.' Ils sont, en 
général, fonction des trois coordonnées curvilignes. 
Et, les formules de transformation, les courbures des 
surfaces^ s'expriment à l'aide de ces fonctions, et de 
leurs premières dérivées. 

Lorsqu'une des familles conjuguées doit être d'une 
certaine classe, ou quelle doit obéir à des conditions 
géométriques particulières, ces conditions se tradui- 
sent analytiquement par une certaine relation t^ntre 
les paramètres différentiels. Par exemple, si cette fa- 
mille doit se composer de surfaces isothermes, et qu'on 
adopte le paramètre thermométrique pour la coor- 
donnée curviligne qui lui correspond, son paramètre 
différentiel, divisé par le produit des paramètres diffé-. 
rentiels des deux autres familles, doit donner un rap- 
port indépendant de la coordonnée thermométrique, 
ou qui ne soit fonction que des deux autres coor- 
données. La forme même de cette relation ,^ et des re- 
lations analogues qui caractériseraient des familles 
de surfaces de nature différente, fait bien voir qu'il 
s'agit ici d'une géométrie analytique tout autre que 
celle de Mon ge. 

Les trois paramètres différentiels, dans tout système 
isostatique, sont loin d'être indépendants. Car la con- 
dition de l'orthogonalité, traduite analytiquement, 
conduit à six équations aux différences partielles du 
second ordre, simultanées et non linéaires, que ces 
fonctions doivent vérifier. 

Ces six équations aux différences partielles forment, 
en quelque sortç, le principe, ou la base, de la théorie 
des surfaces orthogonales, ou des coordonnées cur- 
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vîlignes, Traduites géométriquement, elles expriment 
les lois qui régissent les courbures des surfaces con- 
juguées, et leurs variations. Et c'est en les intégrant 
dans des cas particuliers, ou avec Fadjonction de 
conditions nouvelles ou simplifiantes, que Ton est 
parvenu à résoudre des questions importantes pour 
les Mathématiques appliquées. 

Il me sera facile, maintenant, de définir la première 
partie du Cours, ou la partie théorique. Elle com- 
prendra, ou établira : i^ les formules qui servent à 
passer des coordonnées rectihgnés à des coordonnées 
curvilignes quelconques {V^ et III* leçons); a^ les 
expressions des courbures des surfaces conjuguées et 
de leurs intersections, à Taide des paramètres diffé- 
rentiels et de leurs premières dérivées (IP et IV® le- 
çons); 3® les équations aux différences partielles qui 
régissent les paramètres différentiels, etleur traduction 
géométrique, ou les lois des variations des courbilres 
(V* leçon). 

Pour donner un exemple de la marche à suivre,, 
dans l'intégration des équations précédentes, lors- 
qu'on se propose de déterminer un système ortho- 
gonal, satisfaisant à des conditions données, j'expose- 
rai la méthode de recherche qui m'a réellement con- 
duit, aux coordonnées elliptiques' (VP, VIP, et VHP 
leçons). 

Les applications commenceront par la transforma- 
tion, en coordonnées curvilignes , des équations du 
mouvement d'un point matériel. Ce sujet, déjà traité 
dans une thèse remarquable, par M. le professeur 
Guiraudet, conduit à la généralisation de la théorie 

b 
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des mouvements relatifs^ due à Coriolis. L'emploi des 
équations transformées, dans le cas d'un potentiel 
cylindrique, donne lieu à des conséquences nouvelles 
sur le travail des forces (IX® et X® leçons). 

Les potentiels cylindriques, linéaires et angulaires, 
formant une infinité de systèmes orthogonaux triple- 
ment isothermes, je donnerai la solution générale du 
problème de l'équilibre des températures dans tous 
ces systèmes; et je considérerai, particulièrement, le 
système cylindrique bi-circulaire, et celui des lem- 
niscates (XP, XIP et XIII* leçons). 

J'appliquerai les coordonnées curvilignes, anxk trans- 
formations, conique et cylindrique, des systèmes or- 
thogonaux, par rayons vecteurs réciproques; lesquelles 
doîineilt la solution du problème des températures 
slationnaires pour les systèmes transformés, lorsqu'on 
la connaît pour les systèmes primitifs (XIV* leçon). 

I^a dernière partie du Cours sera consacrée à la 
théorie mathématique de l'élasticité. Elle comprendra : 
1® la transformation, en coordonnées curvilignes, des 
équations de cette théorie, la loi des surfaces isosta- 
tiques, et son application à la résistance des parois 
sphériques, cylindriques, ou planes (XV* et XVI* le- 
çons); 2^ la solution complète du problème de l'équi- 
libre d'élasticité des enveloppes sphériques, comme 
exemple de la marche à suivre, dans l'intégration des 
équations générales (XVII*, XVIir et XIX* leçons); 
3** enfin, l'examen des principes qui doivent servir 
de base à la théorie de l'élasticité (XX* leçon). 
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PREMIÈRE LEÇON. 

FORMULES DE TRANSFORMATION. 

Définition d'une fonction-de-point, et de ses« paramètres différentiels . — 
Problème général des surfaces orthogonales, ou des coordonnées curvi- 
lignes. — Relations primitives. — Caractères et définitions des fonctions h^. 



§1. 
DÉFINITION DUNE FONCTION -DE -POINT. 

J'appellerai yb/icï/on-rfe-poi«^, toute quantité qui a une 
valeur déterminée et particulière, en chaque point d'un 
espace limité ou indéfini; laquelle valeur change d'un 
pointa un autre. Cette quantité , ou cette fonction-de-point, 
sera évidemment exprimable à l'aide d'un système de coor- 
données quelconques, rectilignes ou curvilignes. 

J'admettrai que cette quantité varie d'une manière con- 
tinue, lors même qu'elle n'aurait de valeurs assignables que 
pour des points disséminés , et non contigus , tels que nous 
imaginons que doivent être réunies les molécules maté- 
rielles des milieux pondérables. On conçoit, en effet, que 
l'interpola lion puisse déterminer une fonction , reprodui- 
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sant pour chacun des points iiialériels existants la valeur 
qui lui appartient. Ce sera alors cette fonction interpolaire 
qui représentera la fonction-de-point ; elle sera nécessaire- 
ment çc>xltin^e , cv i^'k dQiinera aussi djçs valeurs pour les 
points géométriques interaiédiaives. D^ailleurs, quand on 
l'introduira dans les sommations de la physique mathéma- 
* tique 5 elle s'y trouvera toujours accompagnée d'un facteur 
analogue à la masse-, çç qui écartera Tmflviewç des points 
géométriques , pour lesquels le facteur sera nul . 

D'après la définition qui précède , le potentiel dans la 
mécanique céleste, la pression dans un fluide en repos, la 
température dans un solide en équilibre de chaleur, appar- 
tiennent à la classe des fonctions-de-point. 

Une fonction-de-point égalée à une constante, peut re- 
présenter une famille de surfaces , dont cette constante est 
le iparamètre. Ou, autrement , le paramètre de toute famille 
de surfaces est une fonction-de-point. Dans l'un ou l'autre 
cas, chaque surface individuelle est le lieu géométrique des 
points de l'espace, pour lesquels la fonction a une même 
. valeur. S'il s'agît du potentiel, ou de la pression d'un fluide, 
on a une famille de surfaces de niveau 5 s'il s'agit delà tem- 
pérature, une famille de surfaces isothermes. 

Une fonction de trois coordonnées et du temps f , donne 
à chaque instant une nouvelle famille de surfaces , ou une 
fonction -de -point nouvelle, que l'on peut étudier isolé- 
ment en regardant t comme constant. Mais, une équation 
entre les coordonnées et le temps a une tout autre signifi- 
cation :. elle représente une famille de surfaces d'ondes, dont 
t est le paramètre ; alors le temps lui-même est une fonction- 
de-poÎAt , fixe et détjermînée. 

Au point de vue de la géométrie, une certaine fonction- 
de-point particularise l'étendue à trois dimensions, comme 
une certaine surface, ou comme une certaine courbe, par- 
ticularisent l'étendue à deux dimensions, ou à une seule 
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dimension. 0e même que la surface, de même que la 
courbe , la fonction-de-point peut être indifféremment rap- 
portée à une infinité de systèmes coordonnés différents. 
Mais , en chaque point de la courbe , la direction de la tan- 
gente 9 et la grandeur de la courbure simple ou double , en 
chaque point de la surface , l'orientation du plan tangent , 
les directions des lignes de courbure, et la grandeur de la 
courbure sphérique , sont complètement indépendantes du 
système de coordonnées , auquel la surface et la courbe sont 
rapportées. Ces divers éléments caractéristiques restent in- 
variables, lorsqu'on passe d'un système à un autre. A la 
fonction-de-point doivent correspondre des éléments, tout 
aussi caractéristiques, qui partagent la même indépendance. 
U importe de découvrir quels sont ces éléments, et quelle 
est leur définition naturelle. 

S II. • 

FORMULES DES COORDONNÉES RÉCTILIGNES. 

Une première étude, dans ce sens, exige l'emploi des 
formules qui servent à passer d^un système de coordonnées 
rectilignes et orthogonales à un autre. Ces formules, dont 
nous ferons usage plusieurs fois , sont toutes groupées dans 
la feuille A. 



I . 
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Feuille A. 



(i) 
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P. 
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-T J Z 




(«) 




' z'=»i,i + »J-+ftz 


(4) 


^'+:x^+2'=vr"+/'+î'" 


|5> 






il] 


m' + mî + »'î=i 
/i' + nî + /i; = i 
P'+Z»! +/■! = ■ 


.( "/' + ", ^, + "=;>, = »> 

(8) j/:m + ;', /n,+f,m, = o 


(9) 


= (A".-"iA)'+KA-f,«.)'+(".'»,-'»,«,)' . 


( p = n,m^~m,n. 


m,=p,n-n,p 
P,^",m-m,n 


(12) n,=mp,~pm, 
\p, = nm,-mn, 
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Le tableau (i) définit les neuf cosinus des angles que les 
nouveaux axes font avec les anciens. Les formules ( 2) et ( 3) 
donnent les anciennes coordonnées en fonction des nou- 
velles, et réciproquement. La relation (4) exprime que la 
distance du point à l'origine doit rester la même. Sa vérifi- 
cation nécessaire, par les groupes (2) et (3), établit im- 
médiatement, soit les formules (5) et (6) , soit les formule^ 
inverses (7) et (8). Les valeurs (10) des (m, 71, p)j mul- 
tipliées par un même coefficient K, vérifient les deux der- 
nières équations du groupe (6), et, d'après le théorème 
d'algèbre (9) , K' doit être égal à l'unité , ou K égal à di i . 
Si l'on prend K = -f-i, on a les valeurs (10), d*où l'on 
déduit, à l'aide de l'élimination, les valeurs (11) et (12). 

§ m. 

INTRODUCTION DES A, ET DES A,. 

• 

Abordons actuellement notre première étude. Une fonc- 
tion-de-point F étant successivement exprimée , à l'aide des 
deux systèmes de coordonnées rectilignes et orthogonales , 
de la feuille A , les règles ordinaires du calcul difiérentiel 
établissent, facilement, que les premières dérivées partielles 
de F en (x',j^', z'), seront liées à celles en (x^jy.z), 
comme les coordonnées mêmes (x\ y\ -z'), le sont aux 
(x, y^ z). C'est-à-dire que, dans les groupes (2) et (3), 
on peut substituer à chaque coordonnée , ancienne ou nou- 
velle , la dérivée de F par rapport à cette coordonnée. La 
même substitution peut donc être faite dans la formule (4), 
laquelle n'est qu'une conséquence des valeurs (2) , en vertu 
des relations (5) et (6). On aura donc 

/rfF\» /^F\» (dY\ fdFy fdFY /dFY 
D'après les mêmes règles de difiérentiation , pour obtenir 
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les dérivées secondes -^-r- , -— ;- , -— r- , on peut élever au car- 

doï^ dy^ dz^ ^' 



ré les valeurs du groupe (3), puis, remplacer tout carré, 

d^¥ d^Y 
dx'^'' d^ 



d^F d^F 
tel que x'*^ ar', par -— ^^ --^, tout rectangle, tel que ocy^ 



d^F 
par ^-^9 et cela, sans changer les coefiicients. De là résulte 

que, si Ton additionne les trois dérivées obtenues > les re- 
lations (7) et (8) donneront 

d'F d^F d'F d^F d^F d^F 



dx'' d/^ ' dz'' dx^ .dy^ dz^ 

Ainsi toute fouction-de-point jouit de la double propriété, 
que les expressions différentielles 



( 



dFy 

di)' 



d^F d^F d^F 



dx^ df^ dz 



conservent les mêmes formes , et reproduisent les mêmes 
valeurs numériques en chaque point, quel que soit le sys- 
tème de coordonnées rectilignes et orthogonales que l'on 
ait employé. 

J'ai donné à ces deux expressions les noms de paramètres 
différentiels du premier ordre ^ et du second ordre ^ de la 
fonction-de-point F. On peut les désigner par les sym- 
boles Aj F et AjF. L'introduction de ces dénominations, 
dans les diverses questions de la physique mathématique, 
permet d'en simplifier et d'en généraliser les énoncés. De 
plus, l'emploi presque constant, dans cegenre de questions, 
des paramètres dont il .s'agit, conduit à la définition la plus 
complète et la plus naturelle de ces mêmes paramètres. 

Remarquons, ici, que toute fonction F, qui contient 
trois coordonnées parmi ses variables, peut être traitée 
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comme une fonction-de-point. Alors les expressions Ai F 
et A^F, que Ton calcule en laissant constantes les autres va- 
riables , sont panielles , comme les dérivées qui les com- 
posent. 

§ IV. 

PROBLÈME DES COORDONNÉES CURVlUGNEig p. . 

Ces préliminaires étant établis, voici le problème qui 
fera l'objet de nos premières leçons. On conçoit que trois 
familles de surfaces, représentées par des équations de la 
forme 

peuvent se rencontrer à angles droits, ou découper l'espace 
en prismes rectangles élémentaires. IL s'agit de démêler les 
lois qui régissent les fonctions f,, ou p,. lorsqu'il en est 
ainsi, et d'interpréter géométriquement ces lois. 

Dans cette étude , nécessairement longue , sur un sujet 
dont l'exploration est récente, la clarté du langage entre 
souvent en lutte avec sa concision. Je crois être parvenu à 
lui conserver ces deux qualités essentielles, tout en évitant, 
le plus possible, l'introduction de mots nouveaux, tout en 
augmentant beaucoup les acceptions, soit d'un mot, soit 
même d'une lettre. C'est ainsi, par exemple, que j'emploie 
toujours Pi pour désigner, séparément ou collectivement, 
soit les fonctions-de-point f^*, soit les paramètres des trois 
familles conjuguées, soit leurs surfaces individuelles, soit 
les coordonnées dites curv^ilignes ; et l'on reconnaîtra que 
cette extension, en apparence démesurée, donnée à la si^ 
gniûcation d'un même symbole, n'occasionne cependant 
aucune confusion. 



*I.'' 
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S V. 

NOTATIONS ET SIBIPLIFICATIONS. 

Pour abréger le calcul et l'indication des formules , nous 
adoptons les notations suivantes : 

La lettre u ou (^ désigne une quelconque des trois coor- 
données rectilignes (x^jr^ z). Quand les coordonnées cou- 
rantes sont (X, Y, Z), U désigne Tune quelconque .d'entre 
elles. 

Avec l'indice i ou y, pi ou pj désigne l'une quelconque 
des trois fonctions (jO, pi, p^), 

La lettre ^5 placée devant une expression contenant 1/, 

indique la somme de trois expressions semblables, dans 
lesquelles u est successivement remplacé par (x, 7, ^). 

La lettre ^5 placée devant une expression contenant 

Findice z, représente la somme de trois expressions sem- 
blables, dans lesquelles l'indice iest successivement, sup- 
primé, égal à I, égal à 2. 

Lorsque les deux lettres u et u existent dans une expres- 
sion précédée du signe 2* 5 elles désignent deux coordonnées 

quelconques (x, y, ^), mais différant l'une de l'autre. 

Lorsque les deux indices ielj existent dans une expres- 
sion précédée du signe W 9 ils désignent deux quelconques 

des indices (o, 1,2), mais différant l'un de l'autre. 

Le nombre placé à la suite d'une formule exprimée , soit 

en u et f^, soit en i et j, soit à l'aide du signe W ou X? 

indique le nombre total des formules qu'elle remplace , ou 
qu'on en déduirait, en donnant successivement aux i/, f^, 
^\X% iyjf toutes leurs valeurs. 
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Cel ensemble de notations a sans doute 
en quelque sorte matériels, puisqu'il dim 
blement le texte mathématique, et réduit 
niveau du format adopté. Mais son but réi 
à l'expression des formules , le principe mê 

• 

' de concentrer en une seule toutes les homo 
on exprime par les mêmes lettres les donné< 
nues de problèmes identiques. Peu. de temj 
leurs ^ pour se familiariser avec ce petit noi 
tîons, et l'on pourra s'étonner, ensuite, de 1 
qu'elles apportent dans le langage mathéma 
métrie qu'elles introduisent dans les calcu. 
qu'elles donnent aux démonstrations , en r 
quelques lignes ce qui, autrement, eût < 
pages. 

§ VI. 
RELATIONS DÉDUITES DE L'ORTHOGO: 

Revenons maintenant aux équations (a) , 
présenter les trois familles de surfaces or 
constance de cette orthogonalité établit, en 

premières -~-S des fonctions-de-point p,, plu 

primitives, qui comprennent, en réalité, 
qu'il s'agit de démêler. 
Le plan tangent à la surface pi a pour équ 

(,) §g(U-«) = o,..., 3, 

et, si l'on désigne par A, le paramètre dilfé 
mier ordre de la fonction p, , ou , si Ton pos 



la normale à la surface fera , avec les ( x, y, z) , des angles 
dont les cosinus auront pour expression 

Les normales aux trois surfaces orthogonales peuvent être 
considérées comme étant parallèles aux coordonnées nou- 
velles (x\j\ «') de la feuille A. D'où résulte que les neuf 
cosinus (3), substitués, aux (/?i,-, «i,^/), doivent vérifier 
toutes les relations de cette feuille. C'est ainsi que les for* 
mules (5) et (6) (A) donnent, d'abord les (2) ci-dessus, 
puis celles-ci 

|« Sâë'=- '• 

et que les formules inverses (7) et (8) (A) devienuenl 

(5) { 

Parmi les relations qui précèdent , le groupe des trois 
équations (4) est le seul distinct et essentiel. Les groupes (5) 
n'en sont que des conséquences-, ils pouf raient s'en déduire, 
de même que, dans la feuille A, les formules inverses (7) 
et (8) pourraient se déduire de celles (5 ) et (6). Le grou- 
pe (2) ne fait que définir les fonctions composées A, , dont 
l'introduction peut être motivée sur un but de simplifica- 
tion. 

• § VIL 

DÉFINITION DES A. OU DES A. p.. 
Toutefois , quoique les A, puissent s'exprimer à l'aide des 
I _il j , il importe de les considérer séparément comme trois 
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fonctions spéciales^ soit des coordonnées rectilignes u, soit 
des coordonnées curvilignes jO,. Il y a même de F avantage à 
les prendre pour trois fonctions primitives, et à regarder 
alors le groupe (2) comme établissant trois nouvelles rela- 
tions , imposées aux fonctions ( ;t^ ) ' ^^ qui s'ajoutent à 

celles du groupe (4). 

Une raison puissante milite pour l'adoption du dernier 
point de vue : les paramètres différentiels du premier ordre 
hi^ des fonctions-de-point p,, ont une définition géomé- 
trique, d'une grande simplicité, qui manque aux fonctions 

[ -r^ I • En effet, si Ion désigne par dsi l'élément de la nor- 
male à la surface p., et collectivement par du les trois 
projections de cet élément, on a identiquement 

« du 1 dpi 

multipliant par du, faisant la sommation W» et obser- 
vant que 

on obtient la relation fondamentale 

(7) </.y,- = — -^ , . . . ♦ 3. 

ai 

Cette relation donne A,- = — *• On peut donc dire qu*en 

Mo/ 

tout point d'une surface p,-, la Jonction hi donne la limite 
du rapport^ de 1! accroissement du paramètre pi^ quand on 
marche vers la surface infiniment voisine, à V épaisseur dsi 
de la couche trai^ersée. Ajoutons que ce rapport varie gêné- 
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ralement, non-seulement d'une surface à une autre, mais 
aussi sur toute Fétendue d'une même* surface. 

s viii. 

THÉORÈMES POUR LES TRANSFORMATIONS. 

Substituant la valeur (7) de ds^ dans (6), on a l'une ou 
l'autre des deux formules très-simples 

du I d^i 



dpi ,5 du 
-j-z^zni -7-9 •••5 
du dpi 



9^ 



qui sont d'une grande utilité pour les transformations. En 
voici d'ailleurs une conséquence générale. 

Si Ton désigne par F une fonction-de-poînt, que l'on 
peut concevoir exprimée, soit par les coordonnées rec.ti lignes 
(a:, j", z), soit par les coordonnées curvilignes (p, pi , pj)^ 
il résulte de la seconde (8) le théorème 

^^^ C5 du du ' ïJ du dpi ' dpi' 

§IX. 
CARACTÈRE DÉS (^\ FONCTIONS JDES.p,. 

On doit regarderies m, les A/, les — * comme étant des fonc- 
tions en quelque sorte à double face, de même nature que 
F (9). Cela posé, par la première (8) , l'identité connue 

du ^ du 
a — — d 



^Pi _ dpj 
dpj dpi 

établit directement le groupe suivant : 

. hi du hj *du , . . . , 0; 

^ «py «pi 
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tandis qu'en diflerentiant par rapport à i 
l'une des équations (4)) une double ap 
rème (9) conduit à 

du du 

(11) A?-j h/*/-j — = 0,... 

^ ' dpi ' dpj 

Les relations (10) et (11) sont fond; 

théorie des fonctions ( -r^ ) • Remarquon 

bordonnant aux paramètres différentiels 
pas voulu dire qu'il fut moins nécess 
fonctions dont il s'agit^ cette étude esl 
importante , car ce sont les propriétés 
qui signalent les principales conditions 
systèmes orthogonaux. En outre, elles si 
tiellement dans plusieurs grandes applica 
théorie de l'attraction et celle de l'équ 
car si Tune des trois familles conjuguées 

surfaces de niveau, les i-j^) qui lui con 

composantes de la force agissant sur Vvi 

DÉRIVÉES DE CES FONCTION 

Les dérivées, par rapport aux p, des fi 

déduisent aisément des formules précé( 
relation (10) étant développée, donne 

d^ d^ 

t du i du 2 dhi dpi 

hl dpj h] dpi h] dpj du 

et par une élimination faite à Taide de 1; 
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obtient 

du I dhi dpi h] dhs dp: _ 

^ ' dpj hi dpj du hj d p,- du 

formule dans laquelle les indices i et/ sont essentiellement 
• différents. 

Ensuite, si Ton désigne encore par w l'une quelconque 
des coordonnées (a:, y, z)^ et que l'on différentie, par rap- 
port à cette variable w, Féquation (q), on aura, en suppri- 
mant le facteur commun 2, 

w restant le même dans les trois termes du premier membre. 
Or, le théorème (9) donne généralement 

d^i ht O du du 
et, si l'on prend F ^al à -^S on aura, d'après (iS), 



d(v 

dpi 
dw 
dpi hi dw 



dw I dh. 



ou bien, en remplaçant w par «, et développant le second 
membre , 

du I l dhi dp dkidpy dhidpA 

^ ^ ^ dpi ht \dp du dpy du dp^ du J ^ ' ' ' ^ "* 

Et les formules (12) et (14) donneront toutes les premières 
dérivées des (-/-')> considérées comme des fonctions des 
coordonnées (jd, jD«, ps). 
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§ XL 
THÉORÈMES SUR CES DÉRiyÉES. 

Enfin, il faut déduire du groupe (la), outre deux for- 
mules utiles dans les transforma tious^ un théorème indis- 
pensable dans la théorie actuelle, car il recèle la propriété 
géométrique la plus caractéristique des systèmes orthogo- 
naux. ■• 

Multipliant Téquation (12) par -^S faisant la sommation 
Wj on obtient , en ayant égard aux relations (a) et (4) , 

d ^ 

l5) N -3- -3 = A/-r-9.--j DOUQ, 

^ ' ïj du dpj dpf ^ 

formule que l'on déduirait de l'équation ( 2), en la différen- 
liant directement par rapport à pj. 

Multipliant l'équation ( 12) par -^5 faisant la somma- 
lion W»ct ayant toujours égard aux relations (2) et (4)r 



on a 



d^^ 

i fi) C ^^j ^" — ^' ^^j H 

' k3 du dpf hj dpi 

formule. que Ton pourrait d'ailleurs établir d'une autre ma- 
nière. 

Enfin, multipli.antr équation (12) par -j-y Tindice^étant 
différent, et de /, et dey, faisant la sommation^? el rap- 
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pelant les relations (4) 9 on a 



('') Sï-rf?=°'"" ^» 



formule nouvelle et importante, où, nous le répetotis, les 
trois indices (i, /, k) sOnt essentiellement différents, c'est- 
à-dire reproduisent complètement, dans un ordre quel-^ 
conque, le groupe (o, i, 2). 
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DEUXIÈME LEÇON. 



PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS. 

ParamèlVes différentiels du second ordre des coordonnées ctirrilignes.— 
Expressions générales des paftimètres différentiels. — Leur utilité. — 
Équation générale de la théorie delà clialeur. —Paramètres thermo- 
métriques. '. . , 



§xii. - 

PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS A, p.. 

L'objet principal de cette, leçon -est de résoudre com- 
plètement la question posée au § IV, c'est-à-dire de re- 
connaître les éléments Caractéristiques, et indépendantis 
des systèmes de coordonnées^ qui appartiennent aux fonc- 
tions-de-point. Une première étude a déjà rendu très- 
probable que ces éléments ne sont autres que les dei^t 
paramètres différentiels, définis a l'aide des coordonhées 
rectilignes. Il s'agit de constater que ces paramètres con- 
servent le même caractère et la même indépendance , quand 
les fonctions-de-point sont exprimées en coordonnées cur- 
vilignes. 

Il est d'abord nécessaire de chercher quelles sont les 
expressions des paramètres différentiels du second ordre 
des coordonnées p,- elles-mêmes. On y parvient en ache- 
vant la substitution, interrompue au § VI, des cosi- 
nus (3) aux (fw, , n^, pi) *de la feuille A. Les dernières. for- 
mules (lo), (11) , (12) de cette feuille, donnent alors neuf 
équations nouvelles^ parmi lesquelles se trouvent les deux 
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suivantes : 

dp h /dpt dp2 dpi dp2 

dx /i, hi \ dz djr djr dz 

dy h^hi \dx dz dz dx ] 



(i8) 



Egalant la dérivée en y de la pireâdière ( i8), à la dérivée 
en X de la seconde, pour exprimer l'intégrabililé de la 
fonction |9 , on a d'abord , 

il — 

dpidpi dpidpiXhxhi 

dz dj dy dz J dy 

h / €l'pf dp2 dpid^pi d^pTxdp^ dp^ d^p^X 
/i, //, \dz dy dy dz dy"^ dy'*^ dz dy dz dy ) 

h " ' . 



Id^ dpi dp^ dpA 

\dx dz dz iùa J 



dx 



h f€i*py dp, dpi rf*p3 tl^ px dp^ dpx tPpi \ . 

k^ hi \ dx^ dz dx dz dx dz dm dx dt dx* ) ' 

• • • • 

ajoutant et retranchant certains termes , faciles à deviner, 
faisant une quadruple application du théorème.(9), et em- 
ployant Iç symbole As pour les paramètres dià(érentiels du 
second ordre , on met TéquatLon précédente sous la ftrrme 



/i. //: 





é' 



dpi dz 1 ^P'a^ ^'^' 

dz ''^' *' ûfp, / dz ' dpy 



Enfi^n, divisant par le produit 'AAi A, , introduisant les 
logarithmes népériens, et remplaçant z par u (car il «st 
évident qu'un autre couple de départ ( i8) conduirait au 
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même résultat, exprimé en y, ou en x), on a 

d —^ d loff — 

I dpi àtpi i du \ dpi hyhi 



h] du h\ ^ h\ dp, h] du dp. 



^^^i£î , ^ fl^tf 1 dp, ^hyh, 

h] du h] Â^ ifp, h\du dpx 

- • 

équation à six termes, d'où découlent plusieurs propriétés 
importantes. ^ 

Si Ton multiplie Téquation (19) par -7^9 et qu'on fasse 

ensuite la sommation W » les relations (4) annulent quatre 
des six termes , et il reste 

^ ^ dp ^tt _^ ' O ^p du 
^ . hîi^dû dp, '^ h'^\^du dp, ' 

or, parmi les neuf équations ( 11 ) , il en existe une qu'on 
peut mettre sous la forme 

d^ dp 

i du i du 

(20) r^^ ^ Tî'^t — =^® 

. ^ ai dp, h] dp^ 

do 
et qui, multipliée par -7^» et sommée , donnera 

d^ ^ d^ . 

i QS dp du i ^ dp du 

Â] O ^« ^P> - K^ du dpx ~~ * > 

C'est-à-dire que la somme des deux quantités, trouvées 
égales, doit être nulle*, chacune d'elles l'est donc séparé- 



•f;- 



2. 
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meut ) ex l'on a 

S dp du 
du dp^ 

dû du 

dpi ' 



S dp 
dû 



■ 

Ce qui résultait d'ailleurs du théorème (17). Celle prer 
mière opération ne donne donc qu'une nouvelle démons-* 
ira lion du même théorème. 

' /- 

§ XIII. 
VALEURS DES A, p. PAR LJES /i,. . 

En ne considérant que les. seconds termes des deux mem- 
bies de l'équation (jLg)n on peut supprimer Fun et doubler 
l'autre, d'après la relation (20). Doublons celui du premier 
membre, en supprimant celui du second, multiplions par 

-^9 et faisons 4a sommation W 9 il restera 

A,p, ^ dlog^^ ^^ à 

h] dp2 dp2 

d'après les formules (2), (4), et (i5) , ou plus simplement 

d logT"^ 
(^' ^ ' hl d 



P7 



Pareillement, si Ton double le deuxième terme du second 
membre de Téquation (19), en supprimant celui du pre- 
mier , que. l'on multiplie par -—5 et cjue Ton fasse la som- 



du 
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mation ^ 9 on arrive à 

Si le groupe de départ (18) avait présenté isolément les dé- 
rivées de jOi , et non celles de |0 , la même suite d^ opérations 
aurait conduit finalement à 

d log -7-7 

Les formules (21) donnent les paramètres différentiels 

du second ordre des fonctions p,, à l'aide de ceux du pre- 
mier ordre et de leurs dérivées. On peut les mettre sous la 
forme 



A2 p = hhi h. 



d 



P 



dA 

(22) \ A tut ^'^' 

«Pi 

* d^ 

AaOjrr /l/i,/lj 

§ XIV. , 

LES A, ET A, D'UNE FONCTION- DE- POINT. 

Soit maintenant une fonction-de-point F, exprimée à 
Faide des coordonnées curvilignes (p, p, , pi), et cherchcns 
comment ses paramètres différentiels s'expriment à l'aide 
des mêmes coordonnées. Désignant toujours par m Tune- 



^3 LEÇONS 

quelconque de» coordonnées rectilignes , on aura 

élevant au carré, faisant la sommation ^ 9 et rappelant les 
formules (9) et (4)9 il viendra 

Différentiant une seconde fois (28) par rapport au, on 
aura 

da''~'Zé \d^ \4u) "•■ éfpi da? ). 

/ é^V 4i>i;rfp2 tfPF rfja, </p fifF dp dp A 
\dpidpi du du d^xdp du du dp dpi du dut' 

et jia soinmatioti W de cette dernière valeur donnera 

à l'aide des relations (2), (4)? ^^ du symbole A,. Ou bien, 
développant le \^» mettant hh^ h^en facteur commun, rem- 
plaçant les fractions , ,' , par leurs valeurs déduites des 

équations (22) , et réunissant lès dérivées partielles de trois 
produits, en a définitivement 

h^hidû hjh dp, fthidû-i 

dp dp, ' r/p, 

• • • > * . • 

Ainsi lorsqu'uRe fonctiojti*de-poi<it est rappoiiiée à un 
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système de coordonnées curvilignes, ses deux paramètres 
différentiels s'expriment, c^ns Je même système, à l'aide 
des paramètres différentiels dii premier ordre , appartenant 
aux surfaces conjuguées. 

L'équation (26) devant être fréqueiùment employée, dans 
la suite du cours , il importe de la simplifier par l'intro- 
duction du produit 

(27) , ©=^^/j, A,, 

ce qui permet çle l'écrire de la manière suivante : 

d- — 

La même, introduction concentre les valeurs (22) dans la 
formulé 

4 

(29) Ajp/=cr--^ ,.-. ^ 3. 

, §xv. 

CARACTÈRE ET UTIUTÉ DES A,. 

• 

J'insiste principalement sur Téquation (26) 00 (28). 
Elle donne une dé&aition du paramètre différentiel du se- 
cond ordre, beaucoup plus générale que celle du § III. 
Car si l'on rapportait successivement la fonction- de- 
point à tous lès systèmes knagiDables de surfaces ortho- 
gonales, la forme (26) serait toujours la même, et repro- 
duirait une même valeur numérique pour chaque point. 
Particulièrement, lorsque les familles conjuguées sont trois 
familles de plans parallèles, lès A,, oji les paramètres (tîf- 
férentiels du premier ordre, sont: tous égaux à Tunité, et 
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réqualion.(28)9 se réduisant alors à 



AaF 



SzS 
du} 



comprend la première défîni tien. 

Cette constance de forme et de valeur explique^ en quel- 
que sorte ^ coniment il se fait que presque toutes les équa- 
• lions aux différences partielles , qui concentrent les lois des 
pliénomènes physiques , peuvent s'exprimer à l'aide de cer- 
taines fonctions-de-point et de leurs paramètres différen- 
tiels du second ordre, sans qu'il soit nécessaire de spécifier 
le système de coordonnées que Ton adopte. 

En effet : dans la théorie du potentiel , P, l'équation gé- 
nérale est 

A,P = o. 



é m 



Dans la théorie analytique de la chaleur, la température, V, 
est régie par Téquation 

A,yr=o 

lors de l'état permanent, et par celle-ci 

dt 

lors du refroidissement. Dans la théorie mathématique de 
Félastieité des solides homogènes non cristallisés, la dila- 
tation cubique, fl, est régie par l'équation 

Aj =ir o 

lors de l'état statique 7 etpar cellie-ci 



dt' 



= «» A, ô 



lors des vibrations 5 de plus, les projections du déplace- 
ment moléculaire, et les composigiutes des forces élastiques, 
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lors tle l'état d'équilibre, vériiient toutes Féquatipu 

En résumé, lorsqu'une classe de phénomènes physiques 
dépend des variations d'une certaine fonction-de-point, 
c'est presque uniquement par son paramètre différentiel du 
second ordre que cette fonction intervient. Gomme si ce 
paramètre était une dérwéc naturelle j plus esse];itielle, plus 
simple, et en même temps plus complète, que toutes les 
dérivées p^^rtielles , choisies plus ou moins arl)itrairemeut, 
que Ton a l'habitude de considérer. 

§XVI; . 

ÉQUATION DE LA CHALEUR PAR LES p]. 

• 

U ne sera pas inutile de montrer ici que Ton peut éta- 
blir directement l'équation générale de la théorie de la cha- 
leur, en coordonnées curvilignes quelconques. Ou obtient 
ainsi une démonstration nouvelle de la formule (26), d'où 
l'on peut déduire ensuite les valeurs (22). 

La température des différeuts points d'un solide homo- 
gène, non cristallisé, étant toujours désignée par V, on sait 
que le flux de chaleur qui traverse, dans le temps dt, un 
élément-plan «, pris datis l'intérieur du corps , a pour ex- 
pression 

(3o) . ■y„d.(-2) 

q étant le coefficient de la conductibilité, àti l'accroisse- 
ment de la normale à w. 

Le corps étant rapporté au système des coordonnées pi • 
son élément de volume, W, est ujn parallélipipède rectangle 
dont les côtés sont les • • 
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Si l'oû. désigne géaëraletneut par U;, ci>^ , les £aces de cet 
élément, situées sur les surfaces pi, p,-|-dp,, on peut re- 
garder- W, dont le volume s'exprime indifféremment par ' 

{ 3i ) - dsès, ds, = ÛiL^ = „,d,, = «,. Iêî, 

• 

comriie recevant.de la chaleur par les trois faces («), , et en 
perdant, lau contraire, par les trois faces respectivement 
opposées w; . . ' 

Lé flux qiii entre par «une face W/ sera, d'après rexpres- 
sibi^ (3o), 

' ou bien 

^ <W i "^ ûl,- hi -y- . , 

• * 

auginentant cette exj^ression de sa différentielle, prise par 
rapport à p,, on aura le flux cjui sort par wj , etretrauchant 
. ce dernier flux du premiet* , il resiéra 

j "Pi j 

qat — -^ — «Pij 

dût 

remplaçant o), d p, par — dp dpi dp^ , valeur déduite .du 

groupe (3i ) , et additionnant les trois excès semblables, on 
aura 

^d/dpdp.dp,^— |— ^ ' . . 

.'' ' - • 

' ■* ■ • ■ • 

pour le gain total de chaleur que fait W pendant lé temps d /. 

Ce gain élèvera sa température de -pdf, et sera consé- 

rjuettiment égal à celle élévation , multipliée par le calo- 
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rique spécifique C du corps, par la densité D, et par le 
volume (3i) de W , c'est-à-dire à 

» dt 

• a » 

Enfin, l'égalité de ces deux expressions différentes^ de la 
même qiiantité de chaleur^ donnera, en supprimant les 
facteurs communs, multipliant par ct, divisant par ^, et 

représentant par k la fraction — y 






\ 



(3a) ^ ''-^ = "1 



dfi 



pour i'équatioa générale cherchée. 

Particulièrement , si les coordonnées étaient rectiligiies, 
ou si lés surfaces orthogonales étaient trois familles de plans 
parallèles, les A, , et p^r. suite cj, devenant tous égaux à 
l'unité, réquation (Sa) prendrait la forme 

^ ' . dt ïD du* 

Or, l'accroissement de la température, en chaque point, est 
évidemment iDdépendant du système de coordonnées^ les 
seconds membres des équations (Sa) et (33) doivent donc 
être identiquement égaux. 

Ce qui établit directement la valeur, (a&) ou (-26), du 
paramètre différentiel du second ordre de V, représentant 
d'ailleurs une fonction-de^point quelconque.Ët si la fonc- 
tion V, desrp,- , se réduit particulièrement à l'une des coor- 
donnée^ curvilignes, oette valeur (a8)' donnera, iiivei'se- 
ment, la formule -(29), ou les valeurs ( 22). 
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§ XVII. 

DÉNOMINATION PROPOSÉE POUR LES A,. 

En établissant, aussi complètement, les propriétés carac- 
téristiques des paramètres différentiels du second ordre, Ja 
théorie mathématique de la chaleur se présenté comme Tori- 
gine naturelle de cet élément analytique, et peut réclamer le 
droit de liii assigner un nom. Puisque, dans la dynamique, 
on appelle accélératiqn , la limite idu rapport de l'accrois- 
ment de la vitesse à celui du temps , ne peut-on pas appeler, 
SiVi^si^ accélération calorifidjue^ augmentation, ou plus sim- 
plement' awg^/we/i^, la limite du rapport de T accroissement 
delà température à celui du temps? 

Alors, supposait ft égal à l'unité, il résultera de l'équa- 
tion (3l3), que le paramètre différentiel du second ordre 
d'une fonction^-de-point ne sera, autre que son augn\ent. 
C'est-à-dire' que , si tous les points du solide , limité ou in*- 
défini, que particularisé cette fonction-de-point, avaient 
fortuitement déS' températures égales aux diverses valeurs 
qu'elle leu^ assigne^ Iç paramétre dont, il s'agit assignerait 
réchauffement de ces points au premier insts^ht. 

§ XVIII. 

. CARACTÈRE ET UTILITÉ DES i^, . 

Parlons maintenant du paramètre différentiel du premier 
ordre. La formule (24) en donne aussi une définition plus 
générale que celle du § III*. Si oe paramètre n'existe pas es^ 
sentiellement, comme celui du second ordre, dans les équa- 
tions générales de la physique mathématique, .néanmpi ris 
son rôle naturel «st tout aussi important. 

En effet, on sait quéla dérivée — du potentiel P, donne 

la composante, rsuivant la direction fixe de toute coordonnée 
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rectiligne m, de la résullante des allraclions eicercée^ sur 
ruuité dé masse ; il suit de là que celte jrésultante> elle- 
même , F , sera donnée par la formule 



-\/S(^)=-' 



c'esi-B-dire qu'elle ne sera autre .que le paramètre différen- 
tiel du premier ordre du potentiel. 

On sait aussi que la dérivée ^7 de la pression p dans un 

fluide en repos, est égale au produit UJ, de la densité du 
fluide 9 par la composante U, suivant Taxe des ii,*de la ré- 
sultante des forces extérieures rapportée à l'unité de masse \ 
il^uitde là que cette résultante elle-même, F, sera donnée 
par la formule 

c'est-à-dire qu'elle sera égale au paramètre différentiel du 
premier ordre de la pression, divisé par la densité. 

§ XIX. 

DÉNOMINATION PROPOSÉE POUR LESA,. 

Or, toute fonction-de-point, F, peut représenter, soit 
un potentiel , soit la pression d'un fluide^ On pourrait donc 
dire. , inversement , que son paramètre différentiel du pre- 
mier ordre, Al F, représente sa farce. En outre, les cosi- 
nus des angles de direction de cette force fictive, étant les 

ces expressions^ si souvent reproduites dans nos formules, 
auraient aussi leur représentation. 

Je ne veux pas insister pour que l'on nôipmeybrce et dug^ 
ment d'une fonction-de-poînt, ses paramètres différentiels 
du premier et du second ordre \ quoique de telles dénomina- 
tions pussent se justifier, tout aussi bien que celles de ^o- 



3o LEÇONS , I 

teritiel, de courbute sphérique^ et autres. J'ai seulement 
voulu montrer ^ par les coosidërations qui précèdent,, tonte' 
l'importance des paramètres dont il ^'agit; et surtout faire 
comprendre, que ces paramètres sont les véritables ^/énVée^ 
naturelles des fonctions-de-point \ quMls les caractérisent et 
les distinguent, comme les plans tangents, les lignes et les 
rayons de courbure , caractérisent et distinguent les sur- 
faces; comme les tangentes, les plans et lès cercles bscula- 
teurs, les courbut'es doubles et simples > caractérisent et 
'distinguent les lignes courbes. 

• m 

:§ XX. ■ ■ ': 

FONCTIONS - DE - POINT DONT LES A, SONT NULS . 

H convient d'étudier particulièrement les fonctions-de- 
point dont l'augment, ou le parainétre différentiel du se- 
cond ordre, est nul, puisqu'elles représentent si fréqueni- 
ment dans les applications; La température stationnaire V, 
dans un milieu solide en équilibre de chaleur , est une de ces 
fonctions. £^ l'égalant à un paramètre , on a une famille de 
surfaces , que j'ai appelées wofAerme^ ; la température étai;it 
là même dans toute Téténduede chacune "d'elles. 

Réciproquement , les surfaces d'une famille au paramètre 
\ , supposées dan&un milieu solide , seront isothermes, s'il 
peut arriver que la température stationnaire., V, qui doit 
vérifier Téquation A, V = o, soit simplement une fonction 
de X -, de telle sorte que sur chaque surface, où X est constant, 
V le soit pareillement. Ce qui impose des conditions né- 
cessaires, tant à la fonttion-de-point X, qu'à la fonction V 
de X. • . . ' 

En effet : si V est une fonction f de X , dont f , F sont les 
dérivées, on aura sticcessivemént 



du 



du du^ du} V^/ 
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La sommation ^ de la. deraière équalîôri donne, en inti^o* 
duisant les symboles A, , 

et, puisque le premier membre. doit être nul , lori de T.é- 
•quilibrede température supposé, il faut que l'oiï paisse 
avoir . j . 

OU que la première fraction ne varie qii'aVec X se.ul, cppimie 

la seconde. . * ' • • 

■ ' . • • • - ' 

' .,'".■ i XXI. -■'■■•■.■■ 

• PARAMÈTRES THERMOMÉTRIQtîBS, . . 

Ainsi, pour que les surfaces X soient isothermes, il faut, 
essentielleiùent , que le rapport !du paramètre difféi^entîel 
du second ordre, au- carré de celui dû .premier, reste con-- 
siant sur chaque surface, ou .qu'on puisse F^xj^rimer par 
une fonction de X seul. Quand il en est ainsi , on peut mettre 

ce rapport sous la forme —7 <f étant une fonction de 1 et-(j)' 

? ' ■ 

sa dérivée^ Substituant cette vjileur dçinç Féquâtion (34) , 
elle déifient 

et donne , paf deux intégrations Successives, 

c etc' étant des constantes arbitraires. Ce qui donne la^ forme* 
nécessaire dé la fonction V de X , telle que son paramètre 
différentiel du second ordre soit nul. , . 
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.De là résiille qu'en posant 



(35) .==cj 



?(^) 



T sera une fonction de X , telle que Ag t = o , et qui , ne va- 
riant qu'avec i seul^ peut aussi servir dé paramètre pour 
représenter la fapaille des surfaces , reconnues isothermes à • 
l'aide dé Topération qui a donné la fonçtipn (f. Afin de dis- 
tîngu'er ce nouveau paramètre r de l'ancien 1 , on peut 
l'appeler thermométrique , puisque sa propriété carà<?t*éri5- 
tique est de vérifief l'équation qui régit les températures 
stationnàires. 

Daiîs la^ suite du cours, quami j'introduirai le pai^amètre 
ihermopiétriqùe d'une famille de .surfaces reconnues iso- 
thermes, je supposerai que la constante c, dans la valeur 
(35), -ait été choisie de telle sorte, que t soit un nombre, 
un simple rapport, sans aucune dimension géométrique; 
afin qu'il puisse. occasionnellement exprimer une tempéra-, 
ture. Alors, ço^ paramètre différentiel du premier ordre 
sera nécessairement égal au qnolîei^iit, d'un autre nombre 
ou rappot;t, divisé par litie ligne -, ainsi que cela résulte clai- 

rehiént dé la relation A = ■-^« 

as 

Faisant. essai des dénominations d'augn^entet de force, 

on pourrait dire comme conclusion : Lorsqiiuhe'fonciion" 

de-point X est telle^ que le rapport de son augmenta au 

carré de sa force ^ ne varie qiiaK>ec elle-même'^ il existe 

une fonction t de X dont Vaugment est nul, 

§ XXII. 

SIMPLIFICATION RÉSULTANT DES A,p,= o; 

Lorsqu'un système orthogonal comprend une famille de 
9urfa<;es isothermes, on peut prendre pour la coordonna p 
qui lui correspond, son paramètre thermométrique; alors 
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Al |0 = o ; et diaprés la première ( aa) , 

. h 



-t — = o 



? 



c'est- à-dîre que le rapport t—t ne varié pas avec p, Jl en 

résulte une simplification dans la formule ( u6 ) , car le 
premier terme du second membre , qui est 

. h dF 
• a — — ■^— • 

hh^h, — ^i 

dp 

devient, toute réduction faite, 

d^F 

dp' : •: 

Et, si le système orthogonal' est formé par trois familles de 
surfaces isothermes, adoptant leurs paramètres thermo- 
métriques pour coordonnées , on a définitivement 

(36) . .,f=;sa?^, 

formule analogue à celle (24) , et tout aussi simple. 

Les trois systèmes classiques de coordonnées rentrent 
dans ce dernier cas : chacun d'eux .est formé par trois fa- 
milles de surfaces isothermes 5 et quoique l'on ne prenne 
pas, pour toutes ces familles, Jeurs paramètres thermo- 
métriques, la triple simplification de la formule (36) ^ 
toute masquée qu'elle soit,, conserve son influence. C'est à 
elle que l'on doit, sans aucun doute ,• d'avoir pu traiter, 
depuis longtemps, dans les diverses branches de la phy- 
sique mathématique, un petit nombre de corps , limités par 
des plans, des sphères, ou des cylindres droits. Là, quand 
on est obligé de se servir d'un système de coordonnées, 
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pour lequel cette triple simpli£k;ationn^est pas possible, ou 
est immédiatement arrêté par des difficultés d'intégration , 
qui paraissent insurmontables. 

Lorsque l'une des trois fantilles de surfaces , d'un sys- 
tème orthogonal,, se compose de plans parallèles,* au para- 
mètre |0c = 2, on a 

Les deu:x autres familles de surfaces sont cylindriques ; ou 
bien, les fonctions-de-point p et pi donnent un système de 
courbes orthogonales sur le plan des bases de, ces cylindres ; 
leurs paramètres différentiels du premier ordre A, Ai sont 
indépendants de z, et ceux du second orc^re sont donnés 
parles relations 

d \oc-T- 

(3,) . ( »■" ■"■ ' 

dlog — 

Al pi _ ^ h 

d'après les formules (21). Or, ces relations conduisent, par 
différentiation,* à Téquation 

(38) d^P d^' 

«Pi dp 

d'où résulte la conséquence suivante. 

Si le premier terme de cette équation (38) est nill, il en 

sera de même du second. Ou bien, si le rapport -^ ne dé- 

A 

pend que de p, le rapport -j^ ne dépendra que de pi. Ou 
enfin, d'après le § XX, si la famille de cylindres, ou de 
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coiu4>es, an paramètre p, est isotherme, celle a 
pi le sera nécessairement : l'nne ne peui pn 
l'autre. Quand cette circonstance se présente 
orthogonal, complété par U famille de plan 
est triplement isotherme, et l'on peut l'appdei 
système cylindrique isotherme , les âeux épiihèl 
trant toute la définition. 

Gomme on le verra, le nombre des sysicuit 
isothermes est infini, et la tripl^simplifiLai 
mide (36) leur est à tous applicable. Aus?^ 
soudre, dans la théorie analytique de la cliali 
principales questions, sur tous les prismes e 
tangles, dont les faces latérales sont des cylil 
thermes. Et si l'on adopte essentiellement, pouri 
leurs paramètres tbermomé triques, la forniuk- 
numériquemeut la loi intégrale cherchêf, f^t 
la même pour tous ces prismes, quels que soient !l 
cylindriques isothermes que l'on considère. Ce| 
"possède, en quelque sorte, la même gétiérali 
tion qui expriùie la loi différentielle, ConcorB 
rare, sinon unique, dans les diverses branches f 
sique mathématique. 

Hors de là, dans les systèmes onhogon 
driques, lorsque deux des trois familles de 
guées sont isothermes, la troisième ne l'est pas 
ment. Alors, la triple simplicaiion de la 
devenant beaucoup moins fréquente, il faut | 
d'autres procédés pour obtenir des formuler 
sédant une généralité analogue à celle < 
définie. 

Quoi qu'il en soit, les considérations précéc 
lent clairement, et l'importance analytique 
surfaces isothermes ou des fonctîons-dc-poitit 
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ment est nul, et la nécessité d^ adopter pour variables leurs 
paramètres thermomé triques. Tel est le but que nous nous 
sohimes proposé dans Jes trois derniers paragraphes. 
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COURBURES DES SURFACES ORTHOGONALES. 

Lignes de courbure des surfaces orthogonales. — Théorème de M. Ch. Dupin. 
— Expressions des courbures des surfaces conjuguées. — Courbures pa- 
ramétriques. — Coordonnées thermométriquès du système sphériquc. • 



.'.> 



§ XXIII. 

UGNES DE COURBURE DES SURFACES p.. 



Proposons-nous de déterminer les lignes et les rayons de 
courbure des surfaces orthogonales conjuguées. Considérons 
particulièrement mie surface p\ (x, /, i) étant les coor- 
données d'un de ses points M, [od^y^ z') celles du point M', 
situé sur la normale en M, et centre d'une des courbures 
dont le rayon est R , on aura 



'rfp\ /rfp\ /rfp\ 

,dx) _ \dy} _ \dz) _ h 



car les trois premières fractions sont égales entre elles, dia- 
prés les équations de la normale; et l'on obtient encore le 
même rapport, en additionnant les carrés des numérateurs 
de ces trois fractions,' puis ceux de leurs dénominateurs, et 
divisant, l'une par l'autre, les racines carrées de ces deux 

sommes \ ce qui donne la fraction — • 

R 

Soit Ml un point infiniment voisin de M , et situé sur la 
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ligne de courbure correspondante au rayon R; et soient 
(x -h ^iX, y-hiijTy z -hdiz) ses coordonnées. Lés termes 
{xf^y^ z'y R) du groupe (i) ne devront pas changer, lors- 
qu'on y substituera les coordonnéee de Mi à celles de M. 
C'est-à-dire que l'on doit pouvoir regarder [x\y^ zf^ R) 
comme des constantes , quand on difiérentiera ^ en ^i , les 
rapports égaux (i)^ ou mieux, les logarithmes de ces 
rapp(H*ts j ce qui donnera 



/ i.± 



» "17 



\ 



(2)- 






' dz 

U) 



—y 



s, h 
h 



èyZ 



ou bien, égalant séparément chacun des trois premiers 
membres au quatrième , et ayant égard aux égalités ( i ) , on 
aura le groupe suivant : 



(3) 



' dx h dx R * ' 

dp __S,hdp h 

^ dp __Sihdp ^ g c. 

^ dz h dz R ' * 



Par un procédé fréquemment employé , on fera dispa- 
raitre les coefficients -j- et — ? en ajoutant les équations (3), 
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respectivement mullipliëes par les facteurs I 

que l!on peut égaler à uhe même quantité X , 
les différentielles nouvelles {â^x^ â^y^ o, 
dans le voisinage de M , un autre point IV 
quelque sorte d'intermédiaire, et dont les co 
(x-hâiXyy-hâ^y, 2:4-^,^). 

Or les valeurs (4)9 deux fois additiono 
avoir respectivement multipliées, la prei 

r la seconde fois par (c^iX, âiy. 



^dp dp dp\ 
^dx dy dz] 



doQ dy dz 

La première de ces relations montre que 1< 
situé sur le plan tangent k la surface p en 

que les deux directions MMi, MMj, sont pe 
entre elles. Donc, si le point Mi <^st situé su 
lignes de courbure ^ le point M, se trouvera 
Si Ton additionne maintenant les équatioi 
tivement imultipliées par les facteurs (4) simj 

dx dy dz 

m 

relation qui exprime la condition , nécessair< 
pour que la direction correspondante à une 
gentielle âi soit celle d'une ligne de courbui 
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^2 9. pareillement tangentielle, $' opérant dans une direction 
perpendiculaire k la première. 

§ XXIV. 

THÉORÈME DE M. DUPIN. 

Faisons subir cette épreuve à la direction dpi , de la nor- 
male à' la surface pi qui passé en M, laquelle direction est 
nécessairement tangentielle, puisque les surfaces conjuguées 
sont orthogonales. Si la variation â^ correspond à la direc- 
tion dpu la variation d^ correspondra à la direction dp^, 
ou à celle de la normale à la surface p^ qui passe en M. On 
prendra donc 

(6) ' { \du^ dp, ^" 

. du I ^P2 . 

d'après la première (8), § VIU; et le premier membre, de 
l'équation (5) à vérifier, deviendra 

rfpi d^i ^ dp2 du 
h\ i^»du doy 

Or, cette quantité est identiquement nulle, d'après le théo- 
rème (17)5 § XI. La condition ( 5 ) est donc satisfaite. 

Ainsi la directionde <i|Oi, et par suite celle de dp^^ sont 
celles des deux lignes de courbure de la surface p en M. D'où 
résulte, enfin, le théorème important, dû à M. Dupin, que, 
dans tout système orthogonal les surfaces de deux des 
familles conjuguées^ tracent'^ sur une sur j ace de la troi- 
sième Jamdle^ toutes ses lignes de courbure. 
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' S XXV. 

EXPRESSION D^UN RAYON DE COI 

• 

Procédons maintenant à la détermina ti( 
courbure R de la surface p, qui correspor 
courbure ^.pi . La nature actuelle de la variai 
outre la première (6), les valeurs suivantes 

dh 

«p, 

et la substitution de ces diverses valeurs 
groupe (3) dans la formule 

df> 



(7) 



du i dh dp i h dp. 



dpi h dpi du ïi' /i] du 
Or, il résulte du théorèmç ( la), § X, que 

ç^ ■ du I dh dp h dhi h df 

d p, hdpidu ht dp ' h\ di 

l'identité nécessaire des deux valeurs (7) e 

que 

\ h dhi 

r 

et telle est la valeur de la courbure cherch- 
' Si l'on désigne par «^ le rayon de courbi 
jô, qui correspond à la seconde direction d 
la même manière, 

. i h dh-x 
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L'équation {21 ) du§ XIII, laquelle peut se mettre sous la 
forme 

h dh\ h cUi-i dh ^jo 



hx dp h^ dû dp h 

devient, par la substitution des valeurs (9) et ( 10), 

/ V i i dh àiP 

R Si. dp h 

> 

expression remarquable de la somme des deux courbures 
de la surface p, ou de sa courbure sphérique, d'après Gauss. 

§ XXVI. 

CHANGEMENT DE PARAMÈTRE. 

QJ^rvonjs ici que le paramètre p' d'une famille de sur- 
faces n'a rien d'essentiel, car il pourrait être remplacé par 
une quelconque de ses fonctions 

(12) . € = f(p), 

t • 

puisque, si p reste constant sur chaque surface individuelle, 
il' en sera de même de 8. Soit désigné par m le paramètre 
différentiel du premier ordre de e, A étant toujours celui de 
p. L'élément ils de la normale à la surface p ou e, c'est-à- 
dire l'épaisseur, au point que l'on considère, de la couche 
comprise entre deux surfaces infiniment voisines, admettra 
la doublé expression 

dp dt 



. «V , dp dt 

(i3) ds^^z^—-, 



d'après la formule (7), § VIL De même, la courbure sphé- 

ri^ue'( 1 1 ) de la surface p ou c, pourra s'exprimer des deux 

manières suivantes : 

l dk /^ip 

1 I I dp h 

R ^ i dvi Aje 



(«4) 



de >ï 
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car cette courbure sphërique, aussi bien que réjpaisséur ds, 
sont des éléments géométriques, complètement indépen- 
dants du choix que Ton peut faire, parmi tous les paramètres 
également admissibles. Ainsi, quelle que soit la fonc- 
tion f ( la), oa doit avoir identiquement 

r 

de dp 

(i5) 

din A,c dh A^p 

ds n dp h 

La vérification analytique de ces identités est d'ailleurs 
facile. Si l'on désigne par f ', F, les premières dérivées de f, 
Tequation (12) donne 

(16) ds = rdpy 

quelle que soit la variable indépendante ^ et, si cette va- 
riable est une coordonnée rectiligtie s, on aura, par deux 
différent! ations successives, 



(•') 



du du 



du^'^ âu^'^ \du)' 



L'élévation au carré de la première (17)9 et la sommation 
§, conduisent à 

(18) >î=^f'A; 

or, l'élimination de f entre (16) et ( 18), donne la première 
identité (i5). 
La dérivée de y; (18) par rapport à p, est 

dp dp 

Pi si l'on divise cette équation par f, en remplaçant au dé- 
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nominateur 'du premier membre f^dp par rfe, il vient 

<'9^ , di = Tp^V'' 

D'un autre côté, la sommation W delà seconde (17), donne 

et divisant celte équation par celle {18), membre à membre, 
on a . 

(20) J-, = -ll^ k. 

Ti h V , 

Or, l'élimination du rapport centre (19) et (ao), donne 
la seconde des identités ( i5). 

§ XXVII. 

HOMOGÉNÉITÉ DES A,. 

Les doubles expressions ( i3) et { i4) sont donc justifiées. 
Remarquons, en outre, que, si les deux familles de surfaces 
pi et jo, conservent leurs paramètres, tandis que Ton change 
en e celui jO de.la troisième famille^ les dérivées de n et de 
A, en pi, ou en p,, seront liées par les deu:K équations 

din ç, dh dn ^, dh 
dpi û?p, dpi dpi 

puisque, lors de ces dérivations, p restera invariable dans la 
relation ( 18) -, et l'élimination .de f ', faite à l'aide de celte 
même relation, donnera 

i dri i- dh 1 dn i dh 

n dpx h dpi >} dp^ h dp^ 

ou, plus généralement, à exprimant une variation langen- 
lielle à la surface p ou e, 

Bn 8 h . 

n h 
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Identités, cpii> jointes à la première (i5), permettent de 
vérifier Thomôgénéité de nos équations aux différences par- 
tielles^ et qui, de plus, expliquent la forme spéciale de ces 
mêmes équations. 

C'est ainsi , par exemple, que l'expression ( g) de la cour- 
bure^» conservera la même valeur, soit que l'on change p 

en e, puisque 

n à 
ds dp 

soit que l'on change pi en Si, puisque 

Tii ht ^ 

quand la variation d est tangentietle à la surface j&j ou £{. 
C'est ici le lieu d'indiquer une propriété importante,; 
dont jouit-tout système cylindrique isotherme. Lorsqu'oii le 
rapporte à .ses paramètres thermométriques, on a 

et les relations (37) du § XXII expriment alors que le 
rapport hlhi est constant. Soit a* la valeur de ce rapport; 
si l'on change p et pi en 

1 

s =-p, s, = flp, , 
a 

ces nouveaux paramètres, étant respectivement proportion- 
nels aux anciens, seront encore thermométriques, car on 
aura 

I 

De plus, la formule (18) donnera 

a 
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et le rapport de ces deux valeurs sera Tuiiité, puisque 
hlhi^szà^. Donc, on peut toujours modifier, par des facteurs 
constants, les paramètres thermomëtriques d'un système 
cylindrique isotherme, de telle sorte que les deux familles 
de cylindres aient le même paramètre différentiel dj^ pre- 
mier ordre. 

> 

§ XXVIII. 

SIGNE D'UNE COURBURE. 

La simplicité des expressions (9) et (10), des courbures 
des surfaces orthogonales, invite à chercher leur démonstra- 
tion directe, et en quelque sorte géométrique. On y parvient 
aisément*, mai$ on rencontre une ambiguïté de signe, sur 
laquell^la géométrie pure resterait muette, et que l'analyse 
peut seule écarter. 

Lorsque, dans une famille de surfaces^ on mène une nor- 
male en un point de l'une d'elles, cette normale peut être 
considérée comme ayant, sa partie positive du' côté où le 
paramètre de la famille augmente , sa partie négative du 

côté QÙ ce paramètre diminue. Cela posé, la courbure -^ 

• «. 

sera positive^ ou négative, suivant quç son centre sera situé 
sur la partie positive^ ou sur la partie négative, de la nor- 
male. Tel est le principe qu'il s'agit d'établir. 

En admettant d'abord ce principe, on retrouve l'expres- 
sion (9) de la manière suivante. Soient, au point M, les 
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arcs MS, MSi, MSs, normaux aux surfaces orthogonales, 

et dirigés suivant les directions où leurs paramètres vont 

I 
en augmentant^ C le centre de la courbure —-9 situé sur la 

partie positive de la normale à la surface, laquelle normale 
est tangente à l'arc 5enM^ Mi un point infiniment voisin 

de M, et situé sur jj. L'arc MM, appartiendra au cercle 
dont le centre est en C, et dont le rayon est R ] sa gran- 
deur aura pour expression 

(21) ds,==^. 

Au point N situé à la distance ds de M, sur Tare 5, ou 
sur la normale MC, menons l'arc de cercle PNNt, décrit de 



C comme centre avec CN pour rayon, et menons MP paral- 
lèle à MtC. Les triangles PMN, MCM,, sont semblables; 
d'où résulte la proportion 



çf^__ PN 



Si d indique la variation d'une quantité, lorsqu'on passe dé 
M à N, PN sera égal à — â.dsi^ car ds^ ayant diminué dans 
ce passage, sa variation est négative, et Ton doit conséquem- 
ment changer son signe, pour en faire Télément, essentiel- 
lement positif, d'une proportion^ On aura donc 



ds ê . dsi 



Or, si l'on prend la variation d de Téquation {21)^ ou mieux, 
des logarithmes de ses deux membres, dp^ restant inva- 
riable, on aura 

8. dsx ihi I dhi 

dsy ^ ht ht dp ^' 
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d'où résulte définitivement 

I .1 dh^ dp h dhx » 

R h i dp fis hi dp 

OU l'expression (9). ' 

Supposons, maintenant, le cas où le centre C est situé 
sur la partie négative de la normale. Si l'on conservait le 
rayon R positif, la même construction, les mêmes lettres, 




et la même similitude de triangles, conduiraient encore à la 
proportion . " ' 

ds Vm 



R 



é/f,' 



mais ici la variation d. ds^ étant positive, on prendrait con- 

séquemment PN = cJ.dii, et on arriverait, en poursuivant 
le même procédé, à 



I 
R 



// dhx 
hi dp 



au lieu de l'expression (9). Il faut donc que, dans ce dernier 
cas, le rayon R soit regardé comme étant négatif. Ce qui 
justifie, et même nécessite, le principe posé. 
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§ XXIX. 

NOTATIONS POUR JJS œURBUREST 

Continuons 4^ désigner par 5, Sy, .f,, les arc§ normaux aux. 
tirois surfaces orthogonales qui passent au point M, coinh^e . 
dans les figures précédentes. L'arc s est la courbe d'inter- 
section des deux surfaces pi et pi -^ l'arc s^ celle dés surfaces 
pt et p •, l'arc s^ celle des surfaces p et pi. De là résulte que 
la coordonnée p varie seule sur s^ p^ sur s^ p, sur Sf. Les 
lignes de courb^rje de la surface p soht^i et s^ 5 celles de la 
surface |9i.sont s^ et s -, enfin celles de la surface p^ sont s et 
Si, Les lettres R et «^ désignant déjà les deux rayons- dé 
courbure de la surface p, Rt et ^t peuvent désigner ceux dé 
là surface jOi» R» et <^| ceux de la surface pg. 

Mais, cette notation est en quelque sorte incolnplète, £ar . 
si elle indique^ par Tindice, à quelle surface appartient le 
rayon R,- ou À,., elle n'indiq^e pas celle des dëul^ l[^gnes de 
courbure' dé la surface, à laquelle correspond ce rayoïi. 
Cette dernière indication étant souvent nécessaire, nous dé-^ 
signerons aussi les ^ix rayons de courbure par la seule lettl*e 
r, avec l'indice 3i et Faccent y : l'indicé i étant celm de la 
surface 5 l'accent/ représentant l'indice de l'arc, c'est-à-dire, 
n'existant pas si c'est s qui sert dé ligne de courbure, étant 
(') si c'est 5i, étant ('':) si c'est Jt* La .correspondance dès 
deux notations est donnée par le tableau suivant : ' 

(22) j R,= r%/a.,= r,, 

lia— ^2 y «XjZi^ ''2 • . 

On remarquera que l'indice i et l'accent 7 ne sont jamais 
égaux; c'est-à-dire qu,e r, r, , r*, ne se trouvent pas parmi 
les six rayons de cpurburç. 
J'appellerai co/i///^i^ée5 en sur/ace, deux côUrbUres ayant 
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le. même indice, telles que ' 

J'appellerai conjuguées en arc, deux courbures ayant le 
Tnêmë âccenf, telles que 

Enfin, on- peut appeler réciprqques^, deux courbures telles* 
que l'indice de l'une est égal à l'accent de' l'autre, et réci- 
proquement, comité • 

(^'>t)' {k>y [y-r): .. ': 

On verra que*ce luxe de notations, et de dénomîn^tions, 
éclaircit singulièrement l'énoncé des lors géométfiques qui 
régissent les surfaces orthogonales ; qu'il permet de simpli- 
fier les formules ou d'en diminuer le nombre : et qu'enfin, 
irpe:ut servir de guide, tout aussi bien que l'homogénéité, 
pour éviter ou signaler des erreurs. 

V < EXPRESSIONS DES SIX COURBUKES. 

On reconnaît facilement, d'après les expressions (9) et 
(10), et la méthode suivie pour établir la première, que les 
six courbures dés surfaces orthogonalesont pour expression 
• générale 



(.23) • 



I ^_^ hi dht 



Leurs valeurs particulières sont d'ailleurs toutes comprîmes 
dans "le tableau suivant^ auquel nous aurons souvent rc- 
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cours : 


r 




• * 


• 




, I h dhy 


I A dh. 


r 




1 I hx dh, 

i r* h, dpx 


l hx dh 

r, A d^x. , • 






/ I _/^, dh 


I ^a dhx 
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. ÈOURBURES PAJRAMÉTRIQUES; 

Les six courbures de ce tableau (24) sont les seules que , 
puissent admettre le& surfaces conjuguées, M^islaibrmule 
(23) en comprend réellement trois autres : eh effet, lors- 
qu'on y fait l'accent /égal â rindice 1, elle donne 



(a5) 



r 


dh.. 


I 
~~r 

^x 


dh, 


V 


d)t, 

d^i 



Les valeurs de r, r, , r*, qui résultent de ces expressions, 
sont des longueurs^ ou des rayons assignables \ car, puisque 

I h- ' * * 

3- = ^ V dhi étant de même espèce.que A,-, /^^^sera de même 
espèce que dS^,-, c'est-àrdire une ligne. 
Ainsi— représente réellement une certaine courbure, 

autï'crque les SeUît courbures définies delà surface/p, et- on 
pourra toujours la calculer^ aussi bien que jtres deux cour- 
bures classiques. Ai^alytiquement, ce qui distingue la cour- 
bure -7- des deux dotirbures —- et — > c'est qu'elle dépend dii 
.'dû n.. «îH. . ^ 

. ■ . ' -'■ • ■ .4* 
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paramètre choisi : car, si l'on change p eti e = f(p), on n'a 
• pas — égal à — (§ XX\^I) ; tajidis qup — et — . restent in- 
variables lors dé ce changement (§ XX\^1I). Profitant de 
cette distinction caractéristique, nous désignerons, -j-? 

Mû 

sous le nom de courbure paramétrique. 

La formule ( 1 1 ) établit alors le théorème suivant : En 
tout point (Tune des surfaces représentées par une f onction-- 
dei'pointyle rapport des deux paramètres différentiels de 
cepte fonction est égal à l * excès de la courbure parâmé- 
triqujs sur la courbure sphérigue. 

* D'où résulte ce premier corollaire : Lorsque le paramètre 
différentiel du second ordre est nul^ la counbïire paramé- 
trique est égale à la courbure sphérique. Et ce second : 
Lorsque la courbure paramétrique est nulle^ on obtient le 
jparanaètre différentiel dM second ordre ^ en prenant^ av^ec 
un ^igne contraire ^ le produit du paramètre différentiel 
du premier ordre ^ parla courbure sphérique. "■ 

■ ■ ^§ xxxii. . ■ 

* • . . ■ • 

GOJJBBURÉS DU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Afin d'éclaircir et de vérifier plusieurs des théorèmes 
établis dans cette leçon, considérons particulièrement le sys- 
tème des coordonnées sphériques. Les trois familles de sur- 
faces conjuguées, sont^: i^ les plan^. méridiens passant .par 
l'axe polaire, et dont le paramètre est la longitude ou l'iizi- 
nlur^^; a® les côties droits entourant Taxe, et dont le para- 
mètre est 1^ latitude 9^3^ les sphères concentriques dont le 
paramètre .est le rayon r. Posant donc 

(.26) p=+j f'=ri'' P2=>; "^ v - 

les ds, dont les valeurs sonfc 'connues, donnent lés éffa- 

...■■' , p 
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litës suivantes : 

as = -yi- = r cos ^ d^y 
dtD 

dSi^:^ -T- = dr\ 
d'où Foii déduit directement, pour les fonctions A, , 

(27) // = , A,=r-» A,= i; 

r ces © r 

'''.•■ 

ces valeurs, et leurs dérivées, transforment ainsi le. grou- 
pe (a4) 



(28) 



1 


I 


}=0, 


± _ tang <p 


1 1 
7, "^""r' 


I I 



Comme cela était d'ailleurs évident, des six courj^ures 
trois sont nulles, savoir: les deux courbures du plan mé-, 
ridien, et la courbure du cône de latitude qui correspond 
à sa ligne dé courbure rectiligne. Des trois courbures qui; 
restent, celles de la sphère sont égales entre elles, et à 
celle d'un grand cercle (ce que Ton savait) ; mais elles sont 
négalwes (ce que Ton ne savait pas bien ), parce que leur 
centré commun est placé sur la partie néjgative de la nor- 
male à la sphère, c'est- à-^îre du côté où le paramètre r 
diminue. Enfin, la courbure du cône de latitude, corres- 
pondante à sa L'gne de courbure circulaire, et dont la va- 
leur absolue était facilement assignable, est positivée y parce 
que son centre, situé sur l'axe polaire, est placé sur la par- 
•tie posit^ive de la normale au cône^ c'esl-à-dirc sur la partie 
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de cette normale, dirigée du côté dû le paramètre (p va en 
augmentant. 

Les Iroiis courbures paramétriques sont ntdles dans le 
système sphérîque-, car il résulte des valeurs (2^), que h 
né varie pas avec p ou ^^ ni h^ avec pj ou y, ni Aj avec jOj 
ou t\ (Les courbures paramétriques ' étant pareillement 
nulles dans les deux autres systèmes classiques de coordon- 
nées, on comprend que ces courbures aient pu rester in- 
connues^ on verra, par les leçons qui vont suivre, que 
leur considération est utile dans la théorie générale des 
coordonnées curvilignes.) Appliquant ici le second corol- 
laire du § XXXI, on a immédiatement 

(29) A2ip=jB, A,(j>= —S Aar=-. 

. S xxxm. 

SES COORDONNÉES THÊRMOMÉTWQUES . 

Le rapprochement des valeurs (27) et (29) conduit aux 
rapports 

Aï (|f _^ sin f 
(A.f)'^ cos<p' . 

A,/- 2 • ' 



(A.r)« r 



1 • 



d'où l'on conclut, d'aprè$ les règles du § XXI, d'abord, 
que le système sphérique est formé par trois familles de 
surfaces isothermes; ensuite, que les paramètres thermo- 
métriques de ces familles sont 



(.3i) • p = ^p, p.= 7 



cos (Sf ^ r 



l étant une longueur constante quelconque. 

Li[)rsqu'on: adopte ces coordonnées pi et ^s (3i), au lieu 
de'ç et r (ii6), leurs paramètres différentiels du premier 
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ordre, ^cp&iious désîgneroàis par ft',, A,, nesrnitplus'Ies /ii> 
Al (27). D'ailleurs, en différendam les deux-dernières (S^)' 
on a 

tiu cet ff du . ' 

• 

puis élevant au carré, faisant la sommation ^ 9 exirayaji^t 

la ractoe carrée, "ec cela sur cbacùne dies'deux dérivées pré- 
cédentes, on oblieni; * 



ces q> r ces 
(32). i : ^ 

' a: = -- 

• 

Avec ces valeurs (Sa), et celle (27) de h qui est conser- 
vée, la formule (36), § XXII, donne pour l'expression 
simplifiée des Û] , dans le système sphérique, celle-*ci ' 

où l'on doit considérer cos 9 comme une fonction de la 
coordonnée j&i, r comme une fonction de la coordonnée ps. 
Ce dernier paramètre jOt représente le potentiel dans la 
' famille des surfaces de niveau, sphériques et ebncen triques. 
Par l'élimination de r, faite à l'aide de la dernière (3i), les 
valeurs (3a) deviennent 

' . /costp / 

el leur substitution dans lès formules (24) donne 

(34) ^ ^^=i^^ :=::?! = i.; 

pour la valeur commune des deux courbures de la surface p|. 
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En résumé, lorsque le système §phérique est rapporté 
ses coordonnées thermométriques f i^ les paramètres diâ 
rentiels du premier. ordre des deux familles de surface 
conjuguées à la sphère, ont la mêxpe valeur, comme da 
les systèmes <îylindriques isothermes (^ XXVII) 5 a*^ de 
résulte naturellement Fégalité des deux courbures de 
troisième famille, lesquelles sont positwes y puisque le p 
tentiel Dg augmente vers le centre d'attraction^ ,3.^ enfi 
Pexpression (33), de Taugment d'une fonction-de-poîi 
est évidemment là pliais simple et. la plus symétrique. 'C 

' diverses propriétés sont méconnaissables avec les cobrdo 

- i;iées géométriques (^6). 



I 
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GOl]RBURES DES INTERSEC 

'Flms Gaculatenn et eonriHires des ajrcs d*iiiters6cUon 
nales. — Gourbiues résultantes. — Relations entre 1 
faces et celles des arcs. — Application au système s| 



§ XXXIV. 



; REPRÉSENTATION D'UNE œURl 

Pour démêler et énoncer les relations < 
tontes les conrbnres appartenant, soit au: 
aux arcs 5,-, soit à d'autres courbes pass^ 
point M , il est souvent nécessaire de re 

courbure ( ^ j par une ligne, qui lui soit 

tionneUe, dirigée de M vers le centre de c 
sur son rayon même. 

Cette représentation est analogue à ce 
mécanique. D'ailleurs, on peut regarda 
comme étant,, soit Taccélération normale 
mouvement libre d'un point, dont la tn 
M, si ^a vitesse est de i mètre par second 
santé normale de la force qui agit sur le : 
la masse, ainsi que la vitesse, sont égales 

Traitant, dans le langage, cette analogie 
tité, nous parlerons des composantes 01 
d'une courbure, de la résultante de pluî 
Quand on considère la simplicité que c< 
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introduisent dans les énonces des lois, on s'étonne qu elles 
soient fictives et non réelles. 



. , § XXXV. 

EXPRESSIONS NOUVELLES DES SIX œURBURES. 

.■••>. • "^ 

Les six courbures des surfaces orthogonales, que le 

.. groupe ^îi4*)vS^^^^v donne au moyen des paramètres dif- 
férentiels A, , peuvent aussi s'exprimer à Taide des foncdons 

-^. En effet, la formule (i4)j §.X; par la suppression de 

Tindice, donne 



(') 



du 



rfp 



i __ I /dh dp dh dpi dh dp A 
* A \dp du dp^ du dpi du / ^ 



multipliant successivement cette équation par. 7- ^9 .^ -^i 

et faisant à .chaque fois la sommation ^9 ,on a, d'après les 
relations (2) et (4) du § VI, 



(ibis) 



I ri dp, du A, dh _^ I 

h. 'O du df h dp, ■ r, 



h. 



d^ 



I O ^pa ^'* JhM I 

ht ^ du dp h dpi r, 



En opérant de "la même manière sur la formule (i4)i 
§ X, prise avec /■=;: i, et ensuite avec /= 2, on complète 
le tableau suivant '< 
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f ' / • d^ d^ 

I ' I I i'^ dp^ du ^ __ ' C ^P' ^" . 

r, h, !3 du do r, hj \3 du dp ^ 

dp, . dp, 



t ■ 



I 
es 



((2) ,{'__:' C^^h ^^ ' —^ * C ^P ^'^ . 

d^^ d^' 

^^""7 Odi^'dJ7' ' 7,'~h'i^dû dp^ ' 

où les six courbures géométriques de^ surfaces orthogonales 
sont rangées , de telle sorte que les courbures conjuguées 
en arc se trouvent sur la même ligue. ^ . 

On retrouve encore ici les courbures paramétriques, 

quand on sonsune l'équation (i) multiplia par t -j^vpugé- 

. néralement^ quand on somme la formule (i4)) §X, niulli-;: 

■*■ l" pliée par 7- ;T^>'ce qui donne 

i r% dp dn ^_dn _^ I 
h ^ du dp dp r 

1 ^ dpt du - dhi . i 
hx kJ du dpi dpt r\ 

I Q dpt du dAi i . 

/ij O du dp2 dp2 ^W 

* * * # • • 

valeurs quç l'on obtient d'ailleurs directement, eh difié- 
rentiant la formule (2), § VI, par rapport à p,. 

§ XXXVI. 

COURBURES RÉSULTANTES. 
Les deux groupes (^) et (5) conduisent à uhe'consé- 



(3) 



». ■• 
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quence. remarquable, OU à une sorte de représentation des 
ïjériyëe^ . . 

^ (4) %« . 

\^ - . • 

. Considérons, par exemple, les premières équations de ces 
groupes î les T- -r' étant des cosinus^ les dérivées (4) seront 

. n: ifU 

de l'espèce dé grandeur des - ; on peut donc les^ considérer 

comme étant le^. projections^ sur les axes des u, d'une lign« 

prise égale ou proportionnelle à une certaine courlnire — 

La grandeur et.lailirection de cette ligne sont faciles à 
détermine^ : en effet, le premier membre de l'équation (i) 

é^nt, par hypothèse, la projection de t- sur raxé des li, on 
peut lui substituer — — » puis, élevant au carré, faisant la 
sommation ^ j et extrayant la racine, on a 

d* après les relations (a), (4), § VI, et la yaleur généralie 
(24)? S XIV, des piiramètres différentiels du premier ordre. 

La^grandeur - de la ligne supposée" étant ainsi connue, on 



aui^a 



dp 



__. /* du _ 

(6) ces U = -— r -— - V • 5 à 

pour les cosinus dçs angles que sa direction fait avec les 1/. 
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Cela posé, les équations 'formant la prem 
groupe ( 2 ) expriment que les courbures - < 
pectivement égales aux projections de la ligne 
-9 sur les normales aux surfaces pi et Og. Et^ € 

même courbure - sur la normale à la surfac 

d'après la première du groupe (3), la cour 
trique de cette surface. 

On arriverait à des résultats analogues, e 
successivement les secondes et les troisièm 
groupes (2) et (3). Ainsi, les six courbures \ 
et les trois courbures paramétriques des sur 
nales, se présentent comme étant les projet 
normales à ces surfaces, de trois courbures 

(7) -^,..., 3, 

que nous appellerons courbures résvltantes^ i 
tées sur trois lignes, faisant avec les u des £ 
cosinus sont 

^i du 

chaque' courbure, projetée ou résultante, et 
la droite où se trouve son centré. 

§ xxxvn 

- PLAN OSCULATEUR DE L'ARC s. 

Cherchons main tenant les, plans osculatei 
bures propres des arcs '5,, normaux aux su 
ùales. Le plan oseulateur de l'arc 5, stn: loq 
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née cury;itigiie p varie seule, ayant une équation de la forfne 

(.9) ^A,(Vr-u)~o; 

les trois constantes A „ doivent vérifier, i^^Véqùation qu'on 
' obtient, en faisant varier les u par rapport à p^ dans Inéqua- 
tion (9), sans changer les U, et qui, en observant que 



du i dp 

dp A* 3a - 

... , ) . 

d'après la formule ( 8 )V§ VII, s'écrit aitisi ^ ^ 

2** l'équation qu'on obtient, en différentiant (10), toujours 
par rapport à p, et qui est , • . 

o . du 

(n) o^-'rfr^*'" 

Car, ces deux équations expriment que le plan ( 9 ) , qui passe 
^én M, passe aussi par un second point et par ûu'troisièroe 
se suivant immédiatement sur l'arc s. 

Ces constantes feront donc proportionnelles aux valeurs 

Ti hx du r^h^du . 

m 

qui annulent le premier membre de la formule (10), d'a- 
près les relations (4)5 § VI, et le premier membre de (i i}i 
d'après les Valeurs du groupe. (2). Le plan osculateur de 
Tare s a donc pour équation 

^' • >D\r^hyda . r, tt^ du l) . ' 

Lé plan normal au même arc n'est autre que le plan tan- 
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gent à la surface /9, et son équation est 

Les deux équations (ri) et (i3) représentent la normale 
principale. 

§ XXXVIII. 

œURBURE PROPRE DU MÊME ARC. 

Maintenant) si les U. appartiennent au centre de la cpur- 
bure propre dc^ l'arc ^, on doit pouvoir diiTi^rentier Téqua- 
tion (i3) par rapport à p^ sans changer çe^ U, ce.quidoçine 

d'après les formules (8), § Vil, et (a), § VI. Les projections. 
(U — u) du rayon de courbure de l'arc s\ rayon ijue nous 
désignerons par p, seront donc données par les trois équa- 
tions précédentes. 

On satisfait -aux équations (12) et (i3), en prenant, avec 
le même coeflScient Âr, les trois valeurs 

qui annplent le premier membre de (i3), d'après les re- 
lations (4)> S VI, et le premiérmémbrede'(i 2)^ d'après leîs 
formules (2), (4)5 § VI, et les premières du groupe (2). 
En substituant ces valeurs (i5) dans T équation (14)9 on a, 
encore d'après les premières (2), 



t'6) 



• ,.*fë-^^)"=;" 



équation qui. dé termine le coefficient A. Enfin, ces mème^ 
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valeurs (i 5) dqunent 

(17) ;7^=S{u-ar=^-(l^.^)=x•, 

d'après les relations (a)., (4), § VI, et Téquation (i6). 

Ainsi, lé coeflSicipnt A est égal à p', et réquatîoti (i6) 
peut s'écrire ainsi 

c'èsl-à-dire que le cafré de la coui;l)ure propre 4^ l'àrc s'e»t 
égal à la soïnme des carrés des deux courbures des surfaces 
orthogonale^, qui sont conjuguées en cet arc 5. Puisque A 
est égal à p',. les valeurs (i 5) donnent . 

V — u p I dp,^ p I dù^: 
•^ p rx hx du r^ h^ du 

pour les cosinus des angles que p fait avec les u 5 d^où l'oii 
déduit aisément 

SU — u i dfx _^P 
, , , p hxdu "~r,V . ' " 

(20)' . '{ ':. •'■ ' . ' 

^ p hi du '^ r2 ^ 

■ ■ • 

pour lès cosinus dès angles que p fait avec les noï'mâles ailx 
surfaces pi et pt, ou ayec les rayons r^ et r,. 

Soient tracés, sur le plan lîfngent à la surface p en M^' 
les centres Ci et Ci des x^ourbures 

- I I 

- -c 'et • ^ > : -, 

• • ' ■• 

lesquels points se trouvent respectivement sur les tangentes 

orthogonales aux arcs Jj et Jj, à. des distances MQ et MG« 

' égales à r^ et r^. On s'assure facilement qiie la perpendicu- 

laireMP^ abaissée dé M surFhypOténuçé d Cj, représente, 
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en grandeur et en direction, le rayon de courbufe p. En 




iffet, soit MP = P, la figuré donne 



.P«=(r;-PJ).(rî-p.); 
développant et réduisant cette dernière relation, on a 

équation qtife Ton peut écrire sous la forme 



Il I 



P* r? r. 



I 



X)onc P est égal à p (18), et il à la même direction (20), 

puisque 

P 
cos PMC, = - ^ 

r, 

P 
ces PMCj = - . 

ri 

On peut donc dire que la courbure propre de Varc s est 

la résultante des deux courbures - . -> conjuguées en cet 

r\ r-i , 

arc^ ou, inversement, que les deux courbures du système 
orthogonal ^ conjuguées en Varc s^ sont les composantes 
de la courbure propre de cet arc. On pouvait établit^ ces 
divers théorèmes par des considérations purement géomé- 
triques ; mais les formules de leur démonstration analytique 
étaient nécessaires, car elles vont conduire à d'autres con- 
séquences importantes. 

5 
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§ XXXIX. 

CENTRES DES COURBURES RÉSULTANTES. 

La ligne ou courbure résultante -> § XXXVI, est située 

daiis le plan osculateur de l'arc s : car l'équation (12) de 
ce plan est vérifiée par les valeurs 

du 
U— a==ç\-— ,..., 3, 

appartenant au point de cette ligne, situé à la distance g du 
point M qui est lui-même et sur la ligne et sur le plan. 

On a, d'après la valeur (5), les groupes (i iw) et (3), et 
l'équation (18) 

(21) -.— — -4- — ^ = + 

D'où il suit que, si l'on porte sur la tangente à l'arc s, ou 
sur la normale à la surface p, une longueur MC égale à 



on démontrera, comme plus haut^ que la perpendiculaire 

MQ, abaissée de M sur l'hypoténuse PC, est égale au 
rayoji q. 

De plus, cette perpendiculaire a la direction de la ligne 

-9 laquelle direction n'est autre que celle de la normale au 

plan représenté par l'iequation {i4)î d'après les cosinus (6). 
En effet, ce plan {i4)î normal au plan (i/i) et passant en P, 



.-y 
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va aussi passer par le point C, dont les coordonnées 

Wp 

vérifient son équation, d'après la première (3)^ il coupe 
donc, perpendiculairement, le plati osculateur suivant la 

ligne PC; et sa normale, ou la direction de - > n'est autre 



que MQ. 

Ainsi, le point Q, déterminé par la construction précé- 

dente, est le cftitre de la courbure résultante — H faut re- 

marquer que ce centre, toujours situé dans le plan oscula- 
teur de l'arec, change de position, lorsqu'on remplace lé 

pammètre p paç s == f (p), puisque la ligne MC n'a plus la 

~ même grandeur; ou, autrement, puisque la courbure -est 

3a résultante, de la courbure paramétrique, qui est chan- 
geante, et de la courbure propre de l'arc s , qui reste in- 
- variable. 

§ XL. 

RELATIONS DES COURBURES DES ARCS s,. 

Considérons à la fois les trois courbures des arcs 5, ; soient 
j)i leurs rayons, on aura, par Féquation (i8) et ses ho- 
:mologues, 

' — 7? + rï » 



/ -' 

M { ' = 7 



^ 



P\ . P\ 



I 1 



5. 
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Désignons par m le cosinus de (pi , pj ), angle compris ehivé 
Pi et pt, par rux celui de (/?j, /?), par m, celui de (;?', pi ), et 
par (ra, ^i, tis) les sinus des mêmes angles. L'angle-plan 
(/?!, pt) est opposé à un angle dièdre droit, dans Fangle 
trièdre dont la troisième arête est la normale à la sur- 
face p, lieùdes rayons r' et r"; on a donc, par Une formule 
connue, 

cos (/?„ /?,) = cos (/?„ /) ces (/Î2, r" ), 

ou la première des valeurs homologues 

Dans le carré m'^ qui est le produit de deuic fractions^ 
on peut substituer, à Tune ou à l'autre de ces fractions, sa 
valeur prise au groupe ( 22) ; on a ainsi 

=-ft.(-^)' 

et, par des réductions empruntées au même groupe (22), 
on arrive aux doubles valeurs 

^^P\P'^^P\ ^P\P\ _^P\ 



n^^rzi — m^=: 



1 2 '2 '1 

, ,v J n^^P^P^ ^P'^ - P\P' ^P' 

y 2 ' '1 ' I ' 2 ' 

qui, muhipliées par divers facteurs., et rapprochées des 
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carrés des m<- (a3), conduisent aisément aux égalités mul- 
tiples 

P „1 *mÏ — . ^1_ w» n»i P^ w»^ n»^ C^ 

— n^ — w,=r j^/i, — m —-jTrn^ — nt^ — «r, 
où les valeurs cominunes ^ et *'', sont les de^x fractions 



I ' 2 
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COURBURES DES SURFACES PAR CELLES DES ARCS. 

Le produit de ces fractions (26) donne évidemment celui 
des carrés m] ( 23 ) ; d'où 

(27) <S'Tz=zm^m\m\. 

La somme des premiers membres des égalités multiples 
(26) est{«' — m\ — m J), d'après la première (22), et, puis- 
que /i'=i — m', il vient 

(28) ($'^<S'^^i—„i^^rn\'^m\. 

Les deux relations précédentes donneront, en fonction des 
cosinus m,, les deux produits distincts 9 et ^", par les ra- 
cines d'une équation du second degré, dont la composition 
est facile. Enfin, le groupe (25) donne à l'aide de ces ra- 
cines. 



(29) 



p\ _ ^'-hm] p' _ $*^-hw^ 

;f""~^' r]-^ n' ' 

^_«M-K P] _ ^"-hm] 

ri '^ n' ' V,'"' n\ 
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^Si donc, on èonnait les rayons de courbure pij des trois 
arcs Sij qui passent en un même point M du système ortho- 
gonal, et les angles aux cosinus et sinus m,- et /i,-, que font 
entre elles leurs normales principales, les équations (29) 
détermineront les six courbures des surfaces conjuguées, 
au même point M. 

Lorsque deux des trois normales principales feront entre 
elles un angle droit, le cosinus m.- correspondant étant nul, 
^ ou 9^^ s'annulera, d'après la relation (27); par suite^ 
une des six courbures des surfaces conjuguées sera néces- 
sairement nulle ^ d'après les valeurs (26) ou (29). 

Pour que les produits ^ et ^' (26) soient égaux, il faut 
que les w, vérifient l'équation 

(3o) (i—m'—m]--mly=i^nt'm\ml 

d'après les relations (27) et (28). 

§ XLU. 

APPUCATION AU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Les formules établies dans cette leçon, et les théorèmes 
qu'on en déduit, conduiront à des conséquences importantes, 
quand nous pourrons les appliquer à des systèmes ortho- 
gonaux complets, ou sans courbures nulles. Le système sphé- 
rique, qui est loin d'être dans ce cas, peut cependant four- 
nir quelques vérifications, surtout lorsqu'il est exprimé par 
ses coordonnées th^rmométriquës, qui sont (§ XXXIII) 






r étant la fonction — > y et cos 9 étant des fonctions de pi. 
Avec ces coordonnées, les hi ont les valeurs 

ICOS^ iCOSff i 
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Si:l*on évalue les six courbures des surface^, conjuguées 
(24)9 S XXX, à l'aide de ce» valeurs des A,, en observant 

qiïe -r^ = cos f , et exprimant les résultats obtenus en r et 

g), on reproduit le tableau (28), § XXXII^ mais avec cette 
différence,, déjà signalée, que les deux dernières jcourbures 
s'y présentent positives , parce que le paramètre p^ aug- 
mente quand on marche vers leur centre. 

Les courbures paramétriques ne sont plus nulles. Elles 
doivent être égales aux courbures sphériques des surfaces 
conjuguées, d'après le premier corollaire du § XXXI \ oq 
trouve, en effet, 

dh dhi tang ^ d/i^ 2 

dp ' dpi r dpi r 

Les formules (22), § XL, donnent pour lies courbures 
propres des arcs J, , 

9 a ou pzzz r cos f , 



p rcosf 
1 I 



d'où /?, = r, 



— = 0, d*OÙ /?j=QO, 

ce qui devait être. 

Les courbures résultantes — sont, en employant une no- 

talion introduite dans le nouvel enseignement dé la mé-^ 
icanique, 



1 , /dh i\ 1 

q "" ' \dp^ p) ""rco 

I (dhi I \ I 

— = res. I -j-y -^ ] = 

qt \dpi pij rco 

I fdhi I \ 2 

— =c Tes. 1 -7- « — 1 = — 
qt \dp, p^J r 
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Le centre de courbure Qs est au milieu du rayon r, sur la 
partie actuellement positive de la normale à la sphère. Le 
centre Q est celui du petit cercle parallèle à Tèquateur. Et 
le centre Qi se confond avec Q, puisqu'en appliquant là 
construction du § XXXIX, le point P est le centre même 
du système sphérique, le point C celui de 1^ courbure du 
cône de latitude, et que, conséquemment , F hypoténuse 

PC se confond avec l'axe polaire. 

Ainsi, les deux couj:*bures résultantes - et — sont égales 

q qx 

et ont le même centre. Mais, malgré cette superposition, 
chacune d'elles conserve sa propriété caractéristique. La 

courbure résultante- = 5 relativeàla surface p, donne: 

i^ par sa projection sur la normale à jo, la courbure para- 
métrique ou sphérique du plan méridien , qui est nulle \ 
2° par sa projection sur la normale à pi, la courbure du 
cône de latitude^ 3^ par sa projection sur la normale à jO|, 
une première courbure de la sphère, La courbure résul- 

tante — = » relative à la surface Pi, donne: 1° par sa 

q, rcos<p ^ -^ 

projection sur la normale à /9i, la courbure paramétrique 
ou sphérique du cône de latitude^ 2° parisa projection sur 
le rayon , la seconde courbure de la sphère ; 3** par sa pro- 
jection sur la perpendiculaire au méridien, une de ses cour- 
bures nulles». 
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CINQUIÈME LEÇON. 

ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 

Équation» qui régissent «les fonctions H^.. — Variations des courbures. — 

Application aux systèmes orthogonaux cylindriques et coniques. -^Équa- 
tions qui régissent les fonctions u où (x, r> ' ) • 



§ XLIII. 

EQUATIONS EN H, OU i' - PREMIER' GROUPE. 

Lorsqu'on doit employer le système des coordonnées 
curvilignes p,, les paramètres différentiels du premier 
Ordre hi sont trois fonctions de ces coordonnées qu'il faut 
Connaître, soit pour calculer les courbures des surfaces con- 
juguées, soit pour exprimer les deux paramètres différen- 
tiels des fonctions-de-point, qui se présentent dans la ques- 
tion que l'on traite. Or ces fonctions hi vérifient six équa- 
tions aux différences partielles qu'il importe d'établir. Car, 
,ces équations sont indispensables pour effectuer certaines 
transformations, et c'est par leur intégration qu'il faut pro- 
céder, pour obtenir le système' de coordonnées qui doit 
remplir un but déterminé. On parvient aux équations dont 
il s'agit en exprimant les conditions d'intégrabilité des 

trois cosinus {-j- -r^]^ des angles que la direction fixe de 

Taxe des u fait avec les normales aux trois surfaces; ces 

rosiiius étant considérés comme des fondions de (p, /Di, p,). 

Les formules (i4) et (12), § X, donnent pour les irois 
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dérivées premières de la fonction ( ;i^ ).» les valeurs 

du i dh dp I dh dpi i tlh dp^ 

dp h dp du h' dpi du h dp^ du 

(i) y du i dh dp h} dhi dp^ 

dpx h dpi du h] dp du 

Ait 

du I dh dp h^ dhi dpi 
dp2 h dpi du hl dp du 

On met facilement ces équations sous la forme suivante : 

di^ di d-^ 

h du 1 dpi Ai </p, h 

dp ht du dpx A] du dp^ 

(2) < h du I dpx , hx 

dpx hx du dp 

Alil dl • 

h du I dpi j hi ^ 

\ dp^ '"hi dû '"^' 

et si , pour simplifier, on pose généralement 

[ hi du ~ ^" 
ces équaticHis (2) deviennent 

^__*_i_rfH_ 2.1? 
df H| flfpi Hi dft 

rfo, H rfp 
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En partant des dërivées des fonctions —'» - 

de lia même manière, celles des cosinus 
donne en tout neuf équations ; trois d'entre 
termes, et la première (4) fait partie de ce 
autres n'ont ^e deux termes, et sont compr 
mule générale 

où les indices i et / sont essentiellement difi 
Cela posé, différent! ant la seconde des 
rapport à |0, , et la troisième par rapport à p 
valeurs de 

dpidpi'^ 

lesquelles doivent être égales, en vertu d 
de la fonction U. Ce qui donne d'abord 



dp2 H dp dp, 

d- — 
— îT H dp i_ dB^ JU, 

dpi H dp dpx 

et ensuite par la substitution des valeurs d< 

— ^5 déduites de la formule (5), 

«Pi 

d-i — 

dp2 U, c/pi 

\ dpi Hj dp2 

pr, la direction fixe de la coordonnée recti 
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traire. Par exemple, elle pourrait être, ou parallèle au 
plan tangent de la surface p^^ et alors Ui serait zéro, ou 
parallèle au plan tangent de la surface p^ , ce qui annule-» 
rait Us. En un mot, Ui et Ui n'ont aucune relation néoes* 
saire. L'équation (6) doit .donc être satisfaite, quel que 
soit le rapport de ces deux cosinus. C'est-à-dire que les 
coefficients de Ui, dans les deux membres, doivent être 
égaux , ainsi que ceux de U, ; ces coefficients étant complè- 
tement indépendants de la direction de u. 

On a donc séparément les deux premières équations du 
groupe 

'd-— d- — 

U dp _ 2^dRt i (Œ, H dp _ ^ dTH, j ^m, 

dpi Ht dp2 H dp dpi H| dpi H dp 

d-i ^Ël H -L ^^ 

{7)/ H, €/p, i dB, 1 du Rtlfi i dB i rfH,, 

dp H dp H, dpi dpi H, dpt H| dpi 

d— — d-i — 

H, dp, __J^^ J^dHt H, dpy _ i^ £H, j^ dH 

dpx Hi dpi Hî dp-i dp H rfp U2 ^P2 

les quatre autres se déduiraient, de la même manière » de 
l'égalité des deux valeurs 

de -r — —î de --— - — 
'apjdp dp dpi 

On reconnaît aisément que le développement des six équa- 
tions (7) n'en donne que trois qui soient distinctes, et que 
voici : 



(«) 



d'B 

dpidpi"^ 


I 


dE. dYL, I liW dE, 

dpx dp, ' H, dp^ dpi ' 


d^U, 
dp2 dp 


I 

H: 


du, dH, I ^H, dH 

dp2 dp H dp dpi 


d'E, 

dp dp^ 


I 

H 


dp dpx ' H| dp, dp 



Je i. 






: e!r 



us Cl 
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§ XLIV. 



y / 



ixini* ÉQUATIONS DU SEœND GROUPE. 



Mais, en différentiant la seconde (4) par rapport à p, 
X la pk^mière par rapport à jOi , on aura deux valeurs de 






lesquelles doivent être encore égales ^ ce qui conduit à trois 
ouvelleâ équations que doivent vérifier les fonctions H^, 

r- L'égalité indiquée donne d'abord 
rfH di ^ 



dp H dp dp 

dpi Hi r/p, dp^ dpi Hj ^ps rfpi 

; e/z,' Substituant, dans cette équation, aux dérivées —r^y -,— % 

^ . dp dp, 

leurs valeurs déduites de la formule (5) , et à •^— î la valeur 

^ ' dpi 

^ = — U~— — U- — 

^/pi Hi ^p2 H £^p 

,i^_ '^^ïHologue de la première (4)j elle devient 

u rr — r- d -- -r — \ 



p. \ H ^P , H. rfp. I ^ . rfH . rfH. 
^p </p, / H, fi?pi H </p 

H, dp, \ ' H, ^p, H é/p y 

_ ^ H, ^p, _ ^ I ^H. I ^H 
dp, ' Ha ^p2 H, dp^ 
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Ici, les termes eii U, élant égaux de part et d'autre, se 
détruisent; au second membre, le coeiBcient total de U, est 
nul de lui-même, d'après une des équations du groupe (7). 
Divisant donc par Ui, seul cosinus qui reste, on a la pre- 
mière des trois équations du groupe. 



a-- -— d-r 



1 É^H rfH, 



= 



(9) 



H| r/p, H </p 1 

d^K dp H, é/p, ~dp^ """' 

H d p Ha dp^ j_ dBj dU __ 

dp dp^ Hj rfp, r/p, ~~ ' 

d -L ^ d -L ^^ 

Hj dpi H, </p, I dWi f/Ha 

ap, dpi H' ap -ap 

les'deux autres se déduiraient, de la même manière, de 
Tégalité des deux valeurs 

de - — — 9 de 



dpidp^ dp^dp 

Les six équations aux différences partielles (8) et (9) 
sont les seules, réellement distinctes, que doivent vérifier 

les fonctions Hi, ou 7-- 

ai 

§ XLV 

ÉQUATIONS SECONDAIRES. 

Parmi tous les corollaires qui résultent de la combinai- 
son des équations (8) et (9), nous distinguerons les deux 
suivants, en raison de leur symétrie. On reconnaît aisé- 
ment , à l'aide du groupe (7) , qui n'est autre que celui (8) 
mis sous ime double forme ^ l'égalité des quatre iexpressiojis 
suivantes : 
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\E, dp, H dp ) _ I 
dpi 

(lo) ( VH dp H. dpj _ ] ^ih_ji?_ 
dp, "" 

VH» dp, H. dpJ _ 
dp 

Une combinaison tout aussi facile des 
groupe (9) conduit à celle-ci : 



.(") 



-B 


rff 
dp 


H, . I 


dE,E 

dp, ^ 

dpi 


I 

'H 


rfH. 


e/H, 

dp 


I 


dE, dE 

* 

dp, dp, 
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VARIATIONS DES COURB 

Toutes les équations aux difierences 
venons d'établir , peuvent s'exprimei 

élémentaires dsi et des six rayons de 

mélange de paramètres d^aucune espî 
alors les lois géométriques , essentielles 
qui régissent les courbures des surfaces < 
variations. On obtient les expression: 

remplaçant d'abord les A,- par les — -> ( 

arcs £&i (7), § VII, qui deviennent 

(12) Edp = dSf E,dp,.=:2 ds,j 
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et datis celles des courbures (24), § XXX, d'où le nouveau 
tableau : 



(.3) 



I ^H, B, 


I </H, e. 


H dp~ y ' 


H ^/p . r"' 


I JH, H, 


\ d^ H 


H. ^p. 


H, ^p. "" >•. ' 


1 d^ H 


I r/H, H, 


Hj dpi r-i 


Hj^p, /, 



Cette préparation faite, la première équation dugroupe(7) 
devient successivement, à l'aide des valeurs (i3), 



• H, 
-' H, H,. 



r' H| Hî H| H, 

H, f—r + -7—77 = o ; 

et divisant par Hi Hg, remplaçant H^ dp^t p^i* ^s , on a la 
première des six relations suivantes : 

' j. — _» l r» _/ ) ? 



<^2 r..V' r" ) dsy r\\r" 



(•4) 



d4 . . di 






é/f 



d- , . • àl. 



r2 _ i_ A i^\ r\ __ i_ ( 2 I A . 

flfe, "" r, \rj r, / ' ds "" r' \r\ r^ ) ' 

les cinq autres traduisent, de la même manière, le reste 
du groupe (7). 

Toujours à l'aide des valeurs (i3) la troisième du 
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^tx>upe (9) devient successivement 



Xr" dp, do, 






H, H2 



et divisant encore par HiH|, remplaçant H, dp^ par ds^_^ 
Hi J/}i par dsy , on a la première des trois relations 















/•j^, 



di dL 



^h 



les deux autres traduisent, de la même manière, le reste 
du groupe (9) , pris dans un ordre inverse. 

Rappelons maintenant les dénominations introduites au 
§ XXlX \ remarquons que le plan d'une courbure est celui 
du cfercle osculateur; enfin, appelons ^variation d'une 
quantité suivant une certaine ligne ^ la limite du rapport 
de raccroîssement de cette quantité à l'arc parcouru sur la 
ligne. Avec ces conventions on peut énoncer ainsi qu'ail 
suit, et en quelque sorte géométriquement, tous les résul- 
tats qui précèdent. 

Les six relations (i4) sont comprises dans cette première 
loi : La "Variation d'une courbure ^ suii^ant l'arc normal à 
son plan, est égale au produit de sa conjuguée en arc, 
par son excès sur sa conjuguée en surface. Les trois rela- 
tions (i 5) sont comprises dans cette seconde loi : Le produit 

6 
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des deux courbures d^une même surf ace y augmenté de la 
somme des carrés de leurs conjuguées en arc, est égal à 
la somme des ^variations de ces deux dernières courbures, 
siUi^ant leurs arcs réciproques, 

§ XLVII. 
LOIS SECONDAIRES. 

Ces deux lois sont seules distinctes et nécessaires. Elles 
expriment complètement les conditions géométriques, im- 
posées aux variations des courbures par l'orthogon alité con- 
stante des trois familles de surfaces conjuguées. Les autred 
lois, que l'on pourrait déduire de la considération des infini- 
ment petits, ne pourraient être que des corollaires des deux 
précédentes, comme celles qui ne feraient qu'énoncer les 
relations déduites, par toutes 'les combinaisons imagi- 
nables, des groupes (i4) et (i5). 

Dans les recherches de cette nature, la méthode purement 
géométrique est sans contredit fort élégante, mais elle a le 
désavantage de laisser ignorer la liaison qui existe entre les 
diflTérentes lois que l'on découvre ainsi, de ne pouvoir assi- 
gner celles qui sont primitives et celles qui ne sont que se- 
condaires, de n'indiquer aucune limite où l'on^doive s! arrê- 
ter. Tandis qUe la niéthode analytique, moins attrayante, 
répond d'une manière précise à toutes ces questions. 

Les équations (lo) et (i i), déduites des groupes (7) et {9), 
peuvent aussi s'exprimer à l'aide des courbures et de leurs 
variations. Mais, au lieu de les transformer à l'aide des va- 
leurs (i3),il est plus simple de chercher directement leur 
traduction, par la combinaison correspondante des rela- 
tions (ï4) et (i5). 

On constate aisément, d'après le groupe (i4)> l'égalité 
des-quàlre expressions suivantes : 
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i ■ • ' 
d 



(l+ 1 V ^ - 



(.6) { (.\.^L\ J^Lll^lli =} = Th+ r^' 






d 



dst 
I 



\ \r2 rj r, / ds, "~ 

laquelle u'est autre que celle indiquée pat les équations (id), 
et qui établit cette double loi : Si l'on multiplie la somme 
des courbures de chaque surface par le produit de leurJs 
conjuguées en arc, et qu'on retranche ensuite la variation 
de ce dernier produit suivant Varc normal à la surface ^ oh 
aura trois différences^ lesquelles sont égales entre elles ^ 
De pTus : Si Von forme le produit des trois premières cour* 

bures f =r' ;r • ^ p ^^ celui des trois secondes ( -r- • — . — | < 
\R R, Ra/ \^ ^, a,/ 

§XXIX, la somme des deiiX produits, ainsi obtenus, 
sera la /valeur commune des différences précédentes. Otx 
remarquera que ce partage des six rayons de courbure en 
deux groupes (r'r'J r^, et r"ri rJ, est le seul pour lequel 
les trois rayons de chaque groupe sont orthogonaux^ ou for- 
ment les trois côtés d'un parallélîpîpéde rectangle. 

Si l'on désigne la courbure sphérique de la surface p,- par 

/ X III 

on déduit, sans peine^ de la combinaison des trois rela- 
tion s ( 1 5 )5 Fégali té 



(i8) 



aI aI a^ 

\(t/ ds '\^\J dst \ffj/ dSi 



^t 



I I I 

H- r» 



rV'^r>, • r,r'. 
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laquelle n'est autre que celle indiquée par l'équation (ii), 
et qui établit cette loî : Siy du carré de la cùurbute sphé- 
rique de chaque surface coordonnée , on retranche là. "va- 
riiation de cette courbure s phéiique suivant l'arc normal à 
la surface^ on aura trois différences , dont la somme sera 
égale à celle des trois produits qu'on obtient, en multi^ 
pliant, l'une par Vautre les deux courbures de chaque 
surface. 

Plusieurs autres combinaisons, qui se présentent natu- 
rellement, surtout à l'inspection du groupe (i4)) conduisent 
à d'autres lois secondaires, plus ou moins simples, que l'on 
énoncerait d'une manière analogue. Nous les passons sous 
silence, car leur source commune étant maintenant bien 
connue, les reproduirait immédiatement s'il en était besoin. 

§ xLvm. *^ • 

SYSTÈMES CYUNDRIQUES. 

Pour rendre encore plus précise l'interprétation des rela- 
tions (i4) et (i 5), appliquons-les aux systèmes orthogo- 
naux, cylindriques et coniques, qui, quoique le^s plus 
simples, ont encore une grande généralité. 

Dans les systèmes cylindriques orthogonaux, une des 
familles, celle au' paramètre jo,, étant composée de plans 
parallèles, ses deux courbures sont .nulles partout^ on à 
donc 

(19) 7-^' 7 = ^' 

De plus l'arc ^2, normal à ces surfaces planes, étant une 
ligne droite, dans toute son étendue, les deux courbures 
conjuguées en cet arc sont pareillement nulles; on a donc 
encore 

.20) -7; — O, -^ -nr o. 



'■ '; 
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Il ne restfe plus que les deux courbures réciproques -7 et — 

La première est la qourbure du cylindre au paramètre p, et 
son arc est Si -, la seconde est la courbure du cylindre au pa- 
ramètre jOi, et son arc est s. Elles sont aussi les courbures 
propres de leurs arcs ; ou, autrement, r, et r' sont respecti- 
vement les deux rayons de courbure des deux trajectoires 
planes et orthogonales s ei s^. 

Par la substitution des valeurs (19) et ( 20 ), le groupe (i4) 
donne quatre identités, et les deux relations 

di di 

-7— = o , -7— = o , 

lesquelles indiquent que les courbures des arcs Si et s ne 
changent pas, qu^nd on s'élève sur Farête commune à de^x 
cylindres p et pi *, ce qui est évident. Par la même substi«- 
lution, le groupe (i5) donne deux identités, et la relation 

i-> ■ i'-i'=(^)'-(p)" 

laquelle exprinie cette loi : La somme des variations des 
deux courbures cylindriques suiùant leurs arcs réciproques ^ 
est égale-à la somme des carres de ces courbures mêmes, 

Le.système habituel des coordonnées polaires planes n'est 
qu'un système cylindrique particulier. Alors, la famille de 
cylindres au paramètre /Oi se composant de plans méridiens, 
sa courbure est nulle ; on a donc encore 



I 



^ ±=0; 



ta famille au paramètre p se composant de cylihdrès droits 
concentriques, dont nous désignerons le raypii par y\= p)-, 
sa courbure est celle du cercle de rayon y, mais pri&e néga* 
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tivement (§ XXVm) ^ on a donc 



I 



Avec ces valeurs particulières, l'équation (21), où Ton 
remfdace ds par dy^ se réduit à Fidentité 



di 



dy \yj 



Ce qui complète une première vérification des groupes (i4) 
et (i5). 

§ XLIX. 

SYSTÈMES CONIQUES. 

Pans les systèmes coniques orthogonaux, une dés familles, 
celle au paramètre pp étant con^posée de sphères concen- 
triques, dont nous désignerons le rayon par y (= p,), ses 
deux courbures sont égales entre elles, et à celle d'un grand 
cercle de la sphère, mais prisé négativement; on a donc 

{22) - =F-r=. 

De plu9, Tare St normal aux sphères étant une ligne droite, 
dans toute son étendue, les deux courbures conjuguées en 
cet arc sont nulles partout; d'où 

(23) . -. ^, = 0, Tr = o.' 

Des deux courbures réciproques -,j - 7 qui restent à deÎBnir, 

r fi 

la première^ est la courbure du cône au paramètre p, et 

son arc est ^i ; la. secondé est la courbure du cône au para-» 

mètre pi, et 5on arc est j. . 



, / 



SUR LES COORDOJMMÉES CIRVILIGMES, ETC. 87 

r 

Ici, les deux courbures propres - et - des arcs 5 et 5i, ou 

^ ^ P Pi 

dès trajectoires sphériques orthogonales, ne sont pas repré- 
sentées par ~ et -,] elles sont données par les relations 



(4) 



I I I 

) L-1 1 

{ p\ - r'« + y/' 



d'après les formules (2a), § XL. 
. Par la substitution des valeurs (23) et (aS), les rela^ 
tions (i4) deviennent, en remplaçant dst par dy^ 



dy 7 


I 


— 0; 


= 0, 

• 




di 

r, I 1 
dy "" 7 r, ' 


ai 

7 

rf. = "^' 







La deuxième et la troisième sont identiques. Les deux der- 
nières diseiit, ce qui est, que la courbure d*une sphère est 
la même en tous ses points. Par une int(égration facile, la 
première et la quatrième expriment cette loi, que lés rayons 
des courbures coniques r' et r^ varient comme le rayon y, 
quand on s'élève sur Tarète commune à deux cônes p et pi'^ 
diaprés les relations (24)9 la même loi s'étend aux rayons 
p elpi'^ cette loi est d'ailleurs évidente. Des trois relations 
(iS)) le» deux premières se réduisent à Tidentité 

di 



(-Y=-^ 
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la troisième devient 



di ài 



'^" (5)'-ay-(p)"=.i:-^ 

et ^prime la loi qui régit les variations dçs courbures des 
cônes pi et jO suivant leyrs arcs réciproques. 

Le système habituel des coordonnées sphériques n'est 
qu'un système conique particulier. Alors, la famille de 
cônes, au paramètre p, devient celle des plans méridiens, 
dont la longitude est <p( = p), et sa courbure étaiii nulle 
partout^ on a 



• r 



La famille au paramètre p^ est celle des cônes de latitude 
ç (= pi)5 sa courbure, qui est positive, a pour expression 

I tang <p 

^1 "" 7 

Avec ces valeurs particulières, l'équation (aS), où Ton rem- 
jplace dsi par ydo^ et que Ton multiplie ensuite par y*, se 
réduit définitivement à l'identité 

^ tango 
I -h tang'f = — — -^. 

Ce qui complète une seconde vérification des groupes (i4) 
et {i5). 

, ÉQUATIONS EN «; u ÉTANT x, OU j, OU z. 

Pour achever, ici, la théorie générale des systèmes or-r 
thogonauXy établissops ses dernières formules. Toute coor- 
donnée rectiligne ii est une fonction des coordonnées curvi- ' 
lignes (p, pi, p«). Cette fonction vérifie plusieurs équations 
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.ux dirïércnc(» parlielles, qu*il importe de eonuailre^ car. 
!lles eutreat comme parties essentielles dans diverses 
[uestions. 
La seconde des formules (8), § VIU^ donnant 

du ' dpi du ' dpj 

>i l'on substitue ces valeurs dans l'équation (11)9 § IX, 
:ette équation devient 

du du 

dpi dpj 

DU bien, en la développant et réduisant, 

. . d*u I dhi du I dhj du 

dpi dpj ai Jpj dpi hj dpi dpj ~" ' . 

formule qui comprend les trois équations suivantes : 



(28) 



d' 

dpi 


'u, 
dpi 


-+■ 


I dhi du 

hx dpi dp^ 


4- 


1 dhi 
hi dp\ 


du 
dp. 


= 0, 


d' 
dp2 


u 
dp 


-h 


i dhi 
/t2 dp 


du 
dpi 


-f- 


1 dh 
h dp^ 


du 
dp 


= 0, 


- d' 
do 


'u 
dpi 


-f- 


I dh 
h dpi 


du 
dp 


-4- 


I dh, 
ài dp 


du 
dpi 


= b. 



La première des équations (5), § VI, peut se mettre sous 
la forme 



2à [hidu)'^'' 



et puisque l'on a, d'après le groupe ( 8), § VHI, 

I dpi du ' • 

hi du * dpi 

la fonction n doit vérifier Téquation aux différences par- 
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tielles du premier ordre et du second degré 



(^) 2(*'ê)= 



I. 



Les équa^tions (28) et (29) sont les seules, réellement^i 
lincles el nécessaires, qui régissent la fonction ou la coo 
donnée rectiligne u, 

SLI. 
DÉRIVÉES DES FONCTIONS u. 
L'équation (29), différentîée pair rapport à p, donne 

du du . du 
. dh-P , dh,-- -, dà,— 
du dp , du dpi du dp^ 

dp dp dpi dp dp2 dp 

6r, il résulte de la troisième et de la deuxièqie (28), q 

du 

dp, hx dh du 

dp h dpi dp 

du 

. - dp^ fh dh du 

* dp . Ji dpi dp 

substituant ces valeurs dans l'équation précédente, elle ( 

riiÊ ' 

vient divisible par la dérivée — î el prend la forme 

du 
, . ' ^P t^dh du -, dh di^ 
dp dpi dpi ^ dp2 dpi 

son développement conduit à la première du groupe s 
vant : 
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il^u \ dh du. __ h\ dU du^ h\ dit du 
dp* h dp dp h^ dpi dpi h^dp^dp^ 

. . d^u 1 dhx du ^ h\ dh^ du h* dhi du 
^ - ^ dp\ lîx'dpxdpi " hldpidpi h] dp dp^ 

d^u. 1 dhi du A* tihi du h] dh^du , 

dp\ hi dpi dpi '^ hldp dp à] dpi dp^ 

les deux autres s'établissent de la mêtaie manière, en diffé- 
rentiant FëqUation ( 29) par rapport à pi, puis par rappbft 

Les.groupes (a8) et (3t>) donnent, à Tàide des trois dé- 
rivées partielleis du premier ordre de la fonction i/, les six 
dérivées du second ordre de la même fonction. Ils donile- 
raient successivement, par différentiation et élimination, 
les dérivées des ordres supérieurs, toutes exprimées à l'aidé 
des trois premières, et cela, par des équations du premier 
degré, quoique l'équation de départ (29^) ne soit p^s li- 
néaire^ fait digne d'être remarqué. • . 

Si- l'on ajoute les trois équations (3o), respectivem^ent 
multipliées par (A', Aj, A^),. le résultat peut s^écrire sons la 
forme 

, d loe -7—, 
du hx % 




00 \^uA d'udu,^^hji n = o; 



mettant le produit hh^ A,, oU ty, en facteur commiûi, réu- 
nissant les dérivées partielles de trois produits, comme on 
l'a fait au § XIV, pour obtenir successivement les for- 
mules (26) et (28) de ce paragraphe, l'équation (3i) de- 



vient délHÛtiveuieni 



u 



2 
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j M du 

13 a Pi 
= 0, 



dpi 



ou A, a =: o. Ce qui devait être, puisque raugqient de toute 
coordonnée rectîligne est identiquement nul. 

Particulièrement) si le système orthogonal est triplement 
isotherme, et rapporté à ses coordonnées thermométriques, 
il suit du § XXII que les trois dérivées logarithmiques 
disparaissent de l'équation (3i), laquelle le réduit à. 



2 



/./ -5:^=0 
dpi 



OU encore ûs</= o, d'après la formule simplifiée (36) du 
même § XXIl. On a ainsi une double vérification des for*- 
mules (3o), lesquelles sont imiportantes dans la théorie des 
coordonnées curvilignes. 
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SIXIÈME LEGON. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS EN H,. 

Recherche des systèmes de coordonnées curvilignes. — Recherche du sys* 
tème ellipsoïdal. — Loi d'un système triplement isotherme. — Exemple 
d'intégration des équations qui régissent les fonctions H-. 



S LU. 

RECHERCHE D'UN SYSTÈME ORTHOGONAL. 

Dès que Ton se propose de liaîler, dans les diverses 
branches de la physique mathémalique , un corps de forme 
nouvelle , il faut procéder à la recherche d'un système de 
coordonnées, tel que la surface libre du corps, ou ses dif- 
férentes parties puissent être représentées par des valeurs 
constantes de ces coordonnées; tel, en même temps, que 
l'on puisse intégrer les équations générales transformées 
dans ce système., et déterminer les constantes arbitraires 
introduites par l'intégration, soit à l'aide de l'état initial, 
soit à l'aide des équations dites à la surface. 

Or le système nouveau ne peut être obtenu que par l'in- 
t^ration directe des équations aux diflérences partielles 

I 
qui régissent les fonctions Hi ou j > en y adjoignant les 

ni 

équations qui traduisent les conditions à remplir. Il im- 
porte donc d'indiquer comment peut s'effectuer cette inté- 
gration. Je prendrai pour exemple la méthode qui m'a réel- 
lement conduit aux coordonnées elliptiques 5 coordonnées 
que j'ai introduites synthétiquement dans les Leçons sur 
les fondions inverses. 
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Malgré tous lues eQbrts pour édiûer, après la réussite de 
cette première méthode , une autre méthode de recherche 
qui put conduire plus rapidement aux résultats trouvés, je 
ne suis jamais parvenu a donner à cette det*nière ^apparence 
complète d'un procédé d'invention. Je saisis Foccasion, cpii 
se présente si naturellement,- d'exposer la première et la 
véritable méthode. • Cette exposition suppose que le pro- 
blème soit à résoudre 5 elle introduit successivement led 
idées primitives et toutes les idées subséquentes ; elle .ana-* 
lyse les difficultés qui s'offrent à chaque pas, imagine les 
procédés d'intégration qui doivent les surmonter. C'est, en 
quelque sorte, un exemple de la marche que suit tout géo- 
mètre, pour atteindre le but qu'il s'est proposé. 

§ LUI. 
ftECHERCHE DU SYSTÈME ELLIPSOÏDAL. 

Il faut chercher un système de coordonnées qui permette 
de traiter directement l'ellipsoïde, dans la théorie analy- 
tique de la chaleur; de résoudre d'abord la plus simple des 
questions générales de cette théorie, ou de déterminer la 
température stationnaire V des points intérieurs d'un solide 
homogène, limité par un ellipsoïde à trois axes inégaux, 
entretenu à des températures fixes et connues^ qui diffèrent 
d'un point à l'autre de cette surface. 

L'ellipsoïde proposé doit faire partie de l'une des familles 
de surfaces conjuguées p», en sorte que si X est la valeur du 
paramètre p% qui lui correspondra , on puisse prendre l'é- 
quation ii la surface sous la forme 

». 
(I) V;i=F(p,p.). 

La fonction V doit vérifier l'équation Aj V = o qui, étant 
exprimée en pi , § XIV, se réduit, par la suppression du 



L- 
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facteur comniiin /i/ii As , à 

A^— d— ^ à— — 
hih2 dp hih d^y hh^ dp^ 

dp 'dpi dp2 

Les seuls systèmes orthogonaux employés jusqu'ici, et 
qui ont permis de vaincre toutes les difficultés que présente 
l'intégration de l'équation (2), sont, sans exception, com- 
posés de trois familles de surfaces isothermes, en sorte que 
la triple simplification définie au § XXII leur est appli- 
cable. Tout porte donc à penser qu'on n'atteindra le but 
proposé, que si les trois familles du système ellipsoïdal 
sont isothermes. 

Alors, ces trois familles étant rapportées à leurs para- 
mètres thermométriques, on aura essentiellement, § XXII, 

, à . ht d — 

(3 __==o, --— = 0, -_-=:o, 

dp , api ap, 

c'est-à-dire que si l'on pose 

^-4) 1^='^'' è='Qî' è=^Q>' 

^ étant une longueur constante et les Q,- sans dimension 
S^ométrique, § XXI, Q sera indépendant de p, Qi de p, , 
s de jOj (généralement Q,- de pt). Si l'on remplace les /?/ 



t^^r les —5 les relations (4) deviennent 
H/ 

H ""^' H, ^" H, '^»' 
^^ doiment par une élimination facile, 
CS) H = /Q.Q„ H.=:/Q,Q, H,=:/QQ,. 

>iifin, l'équation ( 2) , par la substitution des valeurs (4) 9 



■ ( ; 
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preiulra la forme simplifiée 



^^V ^.e/^v ^.d'Y 



(6) Q^Tn7-^Q?:77r-4-Q 



s 



do' ^' do'. ^' r/p! 



G, 



Il -ra 



CAS DU SYSTEME SPHÉRIQUE. 

Le système $phérique est un cas particulier qui devra 
pouvoir se déduire du système ellipsoïdal. Or il résuUedu 
§ XXXHI qu'en prenant les coordonnées thermomé- 
triques 

l'équation Aj V= o, correspondante au système sphérique, 

/ /** cos^ O ■' 

deviendra i en multipliant par — jr^ ^^ second membre, 
maintenant nul , de l'équation (33), § XXXHI J? 
r' d'Y r'2 d'\ d'\ 

Cette équation doit donc être comprise -dans l'équation 
générale (6). I)éjà, puisque r est fonction de p^ seul, et cosf 
de jOi , le coefficient du premier terme de ( 7 ) ne contient pas 
jO, celui an second pas pi, celui du troisième pas p,. Mais 
ces valeurs particulières de Qf sont incomplètes, en ce sens 
qu'elles ne contiennent pas chacune les deux coordonnées 
que permet le cas général. 

C'est précisément à cette circonstance qu'est due l'annu- 
lation de trois des six courbures du système sphérique. En 
effet, sil'on^ubstitue, dans le groupe (i3), § XLVI, aux dé- 
rivées des Hi celles des valeurs (5), en observant que tout 
Qi est indépendant de p,-,' les six courbures ^expriment 



.*••- 



SUR LES COORDOIfNÉÊS'CUAVILrGNËS, 

ainsi: 



(8) 




1 



r" HQ, 

I I 



H.Q^p.' r."" H.( 
• I rfQ, I _ I 

Et c'est parce que Q, ni Qi ne contiennent p 
ne contient pas pi ou y dans l'équation particii 

lés courbures - j ~, -^j-, sont nulles dans le i 

rique. 

§ LV. 

LOI D'UN SYSTÈME TRIPLEBŒNT L^)THE 

Or le système ellipsoïdal que l'on cherch 

comprendre une famille de plans , lesquels n 

tracer, sur l'ellipsoïde à trois axes inégaux 1 , 

courbures qui ne sont pas planes. De plus, s 

intersections des surfaces p et pi , étaient rec 

deux familles conjuguées ne seraient autres 

faces développables formées par les norme 

soïde X; et Fou s'assure, sans grande difficn 

surfaces de ces deux familles ne sont pas isoth 

aucune des six courbures né devra être nulh 

pour cela, que les coefficients Q/ soient comp 

dire que Q contienne p, et p,, que Qi contîenn 

Qs contienne p etpj. 

Cela posé, lorsqu'on substitue dans le g 
§ XLV, les valeurs particulières ( 5 ) des H, , oi 
à une propriété caractéristique de tous les sysl 
gonaux triplemeiït isothermes, d'où résulte 
quèncé importante pour la recherché* actuelle 
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membre de la quadruple égalité (10) , § XLV, peut être mis 
sous la fotme - 

ôf, avec les valeurs pai'Uculîères (5), H, ne varie avec p 
et H avec p, , que par leur facteur commun Qt. L'expres- 
sion précédente » qui' devient alors « ■* 

^/ rflogQ, £/logQ, \ 
\ d^ dpt ) 

dpi 

j 

.est donc hullef^ puisque Qj ne doit pas contenir p^. Ainsi 
les quatre membres du groupe dont il s'agit sont tous égaux 
à zéro; et il en est de même de ceux du groupe (i6), 
§ XL VII 5 qui n'est que la traduction géométrique du pre- 
mier. 

* 

D'où résultent , pour tout système orthogonal triplement 
isotherme, les dqux lûisf suivatites : Si Von multiplie la 
somme des deux courbiires de chaque surface y par. leprà^ 
duit de leurs conjuguées en arc^ on aura la variation de 
ce dernier produit suiuant V arc. normal à la surface. De 
plus ; Si Von forme le produit des trois premières courbures 
(§ XLY|I), et celui des trois secondes courbures , la somme 
de ces deux produits est toujours nulle. 
. Cette seconde loi résulte de ce que le dernier membre du 
groupe j(i6),, § XLVII, est aussi égal à stéroj c'est-à-dire 
que l'on doit ayoir, dans le cas actuel , . . 

Or, avec les râleurs ( 5 ) , les six courbures ont les expr^- 
siojtis (8)5 la vérification nécessaire de la relajtion précé- 
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dente exî^ donc que » • 

(lOj "T" "7" Tj — ^" "*:} — J^T"^=^> 

ap ap, apî ap api ap, 

' . . . 

et tel est le théorème préliminaire (lo), qu il importait 

d^établir^ Passons aux intégrations < 

• ■• ■ . ■ 

INTÉGRAnOl^ DU PREMIER GRQUPE DES ÉQUATIONS EN H,. 

Les valeurs (5) doivent vérifier le premier groupe (8)^, 
§.^in, des équations aux différences partielles qui* ré- 
gissent les fonctions Hi. La première de ce groupe^ qui est 

•U ) *//'H _ I dn dE^ 1 dH dH, 

dpidpi H, dpi r/p, Hj rfpa rfpi 

devient, par la substitution des valeurs (5) et lu suppres- 
sion du facteur /, 

dpt dp^ dp{ dp^i dp2 dpy 

ou bien 5 en multipliant par 4 QQi Qt > 

<hi reconnaît facilement que^ette équation (i3) est véri- 
fiée par les valeurs 

( q^ = a;-a;, 

(.4). JQÎ^AÎ~A% 

A ne contenant que p, Ai que |pi , Af que /9| (généralement 
Al que f),). En effet, la si^stitution de ces valeurs 9 dans 



Téquation (i 3), introduira le facteur commun 4 Ai A', At A', 
A/ éta^t la première déHvée de Ai) , et en le supprimanjt 
on aura 

relation identique par les valeurs (i4)* On reconnaîtra^ dé 
la même manière , que la seconde et la troisième équation 
du groupe ( 8 ) , § XLHI , sont identiquement vérifiées par 
les Ht (5) 9 quand les Q/ ont les valeurs (i 4)* 

La foFtne de ces valeur3 (i4) est indiquée par la nécessité 
qtie l'écpiation particulière (7) puisse être comprise dans 
Téquation générale (6) \ ce qui arrivçFa , si A et Ai dispa- . 
raissent devant As , si A disparait devant Ai. Le théorème 
préliminaire (10] , qui est reproduit par les valeurs (i4) 9 
explique la diversité des signes donnés aux A/ *, laquelle est. 
d'ailleurs exigée par la vérification qui vient d'être faite, ou 
par la nécessité que la relation (i5) soit une idçntilé. Les 
Q/ (i4) devant être positifs , il faut que les inégalités • 

(16) a;>a;>a^ 

soient toujours satisfaites. Si l'on adopte A* pour le plus 
grand des trois carrés, c'est toujours en vue du cas parti- 
ra 
çuliw {7) 5 A] devant donner -> quand l'ellipsoïde X se ré- , 

> 

duîra à une sphère. • . 

J'ai démontré, depuis, que les valeurs (i4) des QJ sont les 
intégrales les plus générales du groupe des trois équations 
aux diflférences partielles [{i3) et ses homologues] qu'elles 
vérifient. Mais, sans connaitre cette généralité, en regar- 
dant même ces intégrales (i4) comme des intégrales parti- 
culières, l'article qui précède rend extrêmement probable 
que ce sont elles qui doivent receler le système ellipsoïdal 
triplement isotherme, s'il existe réellement. On peut donc 
passer outre. 
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Pour faciliter les calcids qui vont suivre, il est utile de 
réunir dans legrpi^pe suivant 

Q'a'-q;a;-4.q;aî=:,o, 
(•7) j Q'a«-q;a| + qîa; = q'qjqî, 

Q'aîaî_q;au'+q;a'a; = q'Qîqî, 

quau*e identités, dont la vérification est facile, à Vaide dea 
v^Içurs {i4) ; la première n'esl; autre que (i5)., 

§ Lvn. 

ê 

V 

INTÉGRATION DU SECOND GROUPE. 

Les valeurs (5) sont encore régies par les trois équations 
aux différences partielles du second |[roupe (9) , § XLIV. 
La première de ces équations , qui est 

devient, eh y remplaçant les Hi par les valeurs (5), 

^ y dp, '*' dp "^(^q] dp, dp,- • 

n s'agit de sul^stituer, dans cette équation (19), les inté- 
grales (i4)-. Eln ne transformant d'abord que les dérivées 
des Qj, on a 

. A. A', AA' 

effectuant ensuite les dernières différentiations et muUi- 
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pliant par QQi , il vient 

— j ^Aj -t- Al A,; H 0*0* 



Q'Q 



-a!.a;* = o. 



, Dans cette équation (21), qui doit être vérifiée, ainsi 
que ses deux homologues » les Q/ sont tous élevés à des puis- 
sances paires ^ de telle sorte, qu'en chassant les dénomina- 
teurs, substituant aux Q* leurs valeurs (i 5), et dévelop- 
pant, les troi$ équations résultantes ne contiendront que 
des puissances paires des A/, les A^^, et les produits 
Aï Ai* Quant aux coordonnées thermométriques |9/,^aux 
véritables variables indépendantes, 0lles n'y figurent qu'im-* 
plicitement par les dérivées Ai ^ AJ * Or il est évident que la 
vérification de semblables équations ne peut être obtenue 
qu'en exprimant les A; * par des polynômes à puissances 
paires de A' .On doit donc poser ^ 

(22) A].' = /7?,-4-/2iA'^-^,Af-H..» . > .3, ■ 

et différentiant, divisant par ^A'i facteur commun, puis 
multipliant par A, , on aura 

(23) A,.A^ = if;A;-|-2jt?,-A;-h..., 3. 

La substitution de ces valeurs (22) et (^3) , dans lés troi^ 
équations (21) développées, le^ réduira k ne Contenir que 
des puissances, entières des A/ 5 et l'indépendance relative^ 
de ces trois fonctions de variables différentes, exigera l'an- 
nulation de tous Içs termes, à Taidedes trois séries de coef-, 
ficienls indéterminés (mi,.ni, pi^. . .), • 
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§ LVIII. 

FORME PROBABLE DES INTÉGRALES. 

Au lieu d'entreprendre une opération aussi prodigieuse-^ 
ment longue, on peut, d'après certaines propriétés des 
fonctions A/ et A) ^ assigner d'avance les valeurs probables 
des coefficients (mi, m^ /!?,•,...), composer, en quelque 
sortç de toutes pièces, un groupe (aa) qui reproduise ces 
propriétés, et constater ensuite que le groupe ainsi obtenu 
vérifie les équations (si). Telle est la marche que nous al- 
lons suivre. 

D'après la symétrie complète des équations qu'ils doivent 
vérifier, les polynômes (2a) doivent être composés d'un 
même nombre fini de termes \ de plus , les tïoefficients de 
leurs termes correspondants doivent avoir les mêmes va- 
leurs absolues, avec une diversité de signes cpii soit en rap- 
port avec celle dés A/ dans les Q' (i4)* Or, conim^ on *va 
le voir, le nombre commun des termes ne saurait être infé- 
rieur à trois, et il peut n'être que trois. 

Les inégalités (16), exigées par la réalité des fonctions Qi-, 
doivent subsister quelles que soient les valeurs complète- 
ment indépendantes des A/, t^our qu'il en soit ainsi , il faut 
qu'il -existe entre AJ et A* une certaine constante, infran- 
chissable pour A I quand il descend, pour A^ quand il 
monte; il faut qu'il existe pareillement entre A* et A* une 
autre constante, nécessairement plus petite que la pre- 
mière, qui soit infranchissable pour A| quand il descend, 
pour. A* quand il monte. De ces deux constantes, qui 
servent de limites ^ et bu. quelque sorte de bornes , au^ 
excursions de A?, la première peut être prise égale à l'ù* 
nité, et h^ représentant la seconde sera nécessairement 
moindre que i. En résumé, le groupe des inégalités (16) 
doit être complété de celte manière 

(24) oo>.a;>i>a;>X'>A'>o. 
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Cela ppsé^ la fonction A| étant nécessairement supérieure 
à k* et inférieure à Tunité, le produit [A] -^/t*) (i — AJ) 
devra rester essentiellement positif ; et il sufEt de l'égaler à 
Â',^ pour que la fonction A] soit analytîquement assujettie 
à rester entre ses deux limites *, puisque, en deçà et au delà, 
A\ et par suite p^^ seraient imaginaires. La fonctipn A' 
devant être toujours, inférieure à A', A^ toujours supérieur 
à r unité , on ^ura le groupe suivant : 

/ A'»= (A^ — A«)'(i — A») = X-» — (i -f. ^») A» -f- AS 
(i5)JA;^ = (A;-.f')(,-AÎ)=--A^+(i4-^0A:--A%. 
. (A;' = (AÎ-it«)(AÏ-l)=^'-(i4^nA; + AÎ, 

qui satisfait à toutes les conditions de limites^ de réalité et 
de symétrie, imposées tox A/ et aux A[^. En ppérant sur ce 
premier groupe, comme on l'a fait sur la valeur géné- 
rale (22) pour obtenir l'éqùatibn ( 23) , oi) çn déduit le sui- 
vant : ' . 

IAA" = — (i-h^»)A2 4-2AS 
A.AV=^(i + Â:0AÎ-2Aî/ . ' 
A,Â; == — (14- ^*) AJ -h 2 A*. 

§ LIX. 

VÉRIFICATION DU SECOND GROUPE. 

Il faut maintenant constater que les groupes conju-? 
' gués (25) et (26) vérifient Téquation (21). .Remarquons d'a- 
bord que si l'on ajoute les valeurs (i5) respect! vemenV 
multipliées par (Q'^Q^Q^)^ OU '«^ura simplement, d'a^^ 
pi^sles trois premières identités (17), 

(27) Q*A''^-Q;AV^-Q^A;^ = Q'QÎQ^ 

Car les dernières valeurs (26) des A7, substituées dans le 
p^*cmier membre de (27), donneraient le même résultat 
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qtten ajoutant les premiers membres dei 
mères in^alitës (17) respectivement mi 
a -(14-/**), 4-1]}. 
Si Ton substituée, dans le dernier terme 

tiembrede (21), au facteur QJA',% sa valeu 

(^7), ce dernier terme deviendra 



m* À* A' » ^ — A'2 Ai 1 



C^lle substitution faite, si Ion met A'/ en f 
^'^vui, ainsi que A'*, le premier membre de (21 






q; 

2Q»A^' 



q;a»a'; — Q'AA" 



Qî 



QÎA^ 



.^1 il s'agit de constater que ce premier membre 
formé, est identiquement nul. 

Les parenthèses des deux premières lignes s* 
singulièrement. Considérons celle de la premi< 
pretuiers termes, réduits au même dénominate 

A* 

donnent simplement ^» d'après la seconde i( 

ajoutant le troisième terme, on a simplement - 

valeur (i4) de Q]] joignant encore la moiti< 

Q' A^ , , 
terme avec son signe, on a --j-9 d'après la s 

La première ligne se réduit donc à 

(q'A'+qîa;) 

Un'e suite d'opérations tout à fait semblables 
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condeligriçà. 



••• «jî a; -ii-Q'A'.) 

Substitu^m lâ somme de ces deux valeurs, et remar- 

(juant que Q* étant égal à (AJ— rA*), le groupe (aS) 
donne 

Va 

l'expression totale {28), multipliée par QJ, devient 

■ (q»a»4-q;a;)[a.'-<-a;-(.+ a»)] 
(q;a,aV-Q'aa")-i-q|a;, 



ou, mettant Q' ea facteur commun, ainsi que Q', substi- 

tuant aux produits Ai A% A A'', leurs valeurs (26), et ré- 
duisant, 

q;(A'aî-aî)-i-q»(a»a;-A') + qîa;, 

ou encore, puisque (AJ — A'), facteur dès depx par«n-^ 
thèses, est égal à Q^, 

c'est-i-dire zéro, d'après la seconde identité (17)' 



• ^ 



S LX. 

RÉSUMÉ IffiS DEUX INTÉGUATIONS. 

Uéquâûon (21) est donc vérifiée par les fonctions A, que 
définit le groupe (jiS).. D'après la symétrie de ces fonc- 
tions qui correspond à celle des Q/ {14)9 U, en sera de, même 
des deux autres équations homologues ; d^ ailleurs, leur vé- 
rification directe s'obtient de la riiême manière, avec quel" 
ques différences de signes daiis les opérations. Ainsi, en 
exprimant Içs Q; {i4) p9F les A, (25), Ica valeurs (5), Ijui 
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correspondttnt à un- système orthogonal triplement iso- 
therme, vérifieot les six équations aux différences paiv 
tielles régissaiH les fonctions H/. 

J'ai é!icol*e démontré,' depuis, que les valeurs (i4) dèsQ/, 
e^rprimées par les A, (^S), sont les intégrales les plus géné- 
rales tïes trois équations qu'elles vérifient [ (19) et ses ho- 
nxologues]. Mais ne fussent-elles aussi que des ititégrales 
pa.rticalières, les considérations si précises qui conduisent 
k fà formation directe du groupe (2$)^ s^àjoutent à toutes 
les pi:*écédentes, pout* rendre encore plus probable, que nous 
tt 'avons pas quitté la vote qui doit aboutir au système el- 
lipsoïdal triplement isotherme. 

Cette assurance était nécessaire, car la recherche entre- 
prise est loin d'être terminée. Une autre intégration est 
indispensable, pour reconnaître et définir le système orthor 
goiial que recèle le groupe (a5). Il faut essentiellement 
®^prîmer ce système en coordonnées rectilîgnes, ou déter- 
"f^îtier les fonction^ u <Jui lui correspondent, à l'aide des 
qu.atre équations aux différences partielles (28) et (29) du 
S L. Tel sera l'objet de la prochaine leçon, dans laquelle 
ï^ous prolongerons la série actuelle de numéros d'ordre, 
poixr les équations et leurs groupes, afin de faciliter les 
«•eiivois. 

Quant à la leçon actuelle, deux observations la résument 

^*^ quelque sorte. Il s'agissait de déterminer, sous Certaines 

^^^ditions, trois fonctions H, de trois variables p^^ régies 

P^*^ six équations aux différences partielles, du second or- 

^^> simultanées et non linéaires. Or, ce problèn^e d'anà- 

y^^^ qui eût certes paru inabordable, étant considéré iso- 

^ïtà^nt, se trouve résolu sans grande difficulté, quand on ne 

^ ^iStache pas de la question qui l'a posé, et qui indique elle- 

'^^^roe la marche à suivre. Et cette méthode d'intégration, 

^^ Oq peut appeler naturelle, introduit essentiellement dc$ 

•^^ciions .A, inverses des variables indépendantes p,. 
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Voilà un nouvel indice dé céttct loi, si souvent mani- 
festée (par la Géométrie appliquée de Afonge, dans la 
Mécanique céleste, en Physique^ mathématique), que le 
problème de Fintégration des équations^ aux différences 
partielles, a autant de genres de solutions qu'il existe de 
siiîences distinctes réclamant son interventicln. Loi qui ex- 
plique les difficultés qu^on rencontre, quand on esj^ye d'at- 
teindre toutes, ces solutions par une seule et même mé- 
thode. On pourrait même en conclure l'impossibilité dMne 
telle généralisation. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

A- 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS EN u. 

a de la recherche du système ellipsoïdal. — Exemple d'intégration des 
nations, qui régissent «les fonctions ii. -^ Détermination dès trois fa-, 
nies de surfaces conjuguées. — Développement» des fonctions inverses 
s coordonnées. 



§LXI. 

œURBCRES DU SYSTÈME ELLIPSOÏDAL. 

Want de procéder à la dernière intégration/ indiqtiëe à 
in de la leçon précédente, plusieurs préparations sont 
:essaires. Les valeurs (a5) donnent les A^ par despro- 
ts de radicaux \ il convieint d'exprimer ces radicaux se- 
ément, en les considérant cpmme des fonctions des p, , 
quelque sorte conjuguées des Â,. Posant donc 



déduit du groupe ( 25 ) le suivant : 

A'=-j — =BiCiy 
«Pi . . 

, €fA,^ 

es coordonnées thermométriques, qui sont les véritables 



variables indépendanleS) s'expriment par desr intégrales^ à 
Faide des A^^ de la manière suiviginte : 



(3.) V'^ [ 

k *Jk 






B.C. 

^' //A. 
BîCf 



Ce qui montrje clairement que les (A/, B„ Q) sont trois 
fonctions inverseâ de la coordonnée p,. 

Les six courbures du système ortbogonal actuel sont faci- 
lement assignables. Usuffiide substituer, dans le groupe (8), 
les dérivées des Q,- (i4)> en y remplaçant les A^ par leurs 
Valeurs (3o), ce qui donne 



(32) 



1 ABC 


I 
? 


i . A,B,C4 . 


I 


I A,B,C, 


I 



Ab£ 

A| B| C| 

A.2 O-x VI2 



Ces six courbures reproduisent très-nettément la relation 



im'^^^i 



• 

source du t^cSorème préliminaire (ro), [Les H,, ayant lés 
râleurs (5), introduiront, aux dénominateurs des six cour- 
bures, la ligne l\ ce qui était nécessaire, puisque les autres 
facteurs n'ont pas de dimension géométrique. ] Le groupe 
^Sa) est fécond en conséquences \ pour le moment^ nous ne 
citerons que les suivantes. 
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S LXII. 

CHOIX bES COORDONNÉES ftECTELIGNES; 

D'après les limites des intégrales (3i) : i^ quand la coor- 
donnée p est égale à zéro, la fonction inverse A est nnlle; 

alors les deux courbures -79 -7/ (3â) s'évanouissent; .la 

• • • - ' 

surface au paramètre |9=:o est donc plane; ^^ quand la 
coordonnée pt est égale à zéro. Ai est ^al à ky par suite la 
fonction inverse Bi est nulle ; alors les deux courbures 

• * 

-y» ~ (Sa) s'évanouissent ; la surface au paramètre pi = o 

est donc plane; 3^ quand la cooirdonnée p^ est égale à zéro, 
j^^ est. égal à Puni té, par suite la fonction inverse Cs est 

nulle ; alors les deux courbures - ? T (^^) s'évanouissent ; 

la surface au paramètre p%^=^o est donc plane. 
Les trois plans représentés par les équations 

■ * • 

p = o, pr=o, pi=o, 

sont ortliogonaux, comme étant trois surfaces iiklividueljles, 
appartenant respectivement aux familles conjuguées. On 
peut (on doit même) les choisir pour les plans des cocir- 
données rectilignes if ; ils serpnt alors représentés f^r les 
équations nouvelles et correspondantes 

x!=o, jrz=zOy z = o. 

§ Lxm. 

INTÉGRATION DES TROIS PREMIÈRîS ÉQUATIONS EN «. 

• 

Passons maintenant à l'intégration des trèis équations 
aux différences partielles (28), § L, qui régissent toute 
coordonnée rectiligne u, considéré^ comme fonction des; 
coordonnées curvilignes p«. La première, en y remplaçant 
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fes h: par —? se met sous la formé 
^ H,- 

.d'^u . iilogHi du dXog'^du 

p, d^i dpi dpi dpi dpi 

Ptûsiqiie. les Hi ( 5 ) ne contiennent les pi qu'implicitement 
par les A(-, il peut en être de même de la fonction ii. Âlors^ 
chaque dérivée en jo, poUtra être remplacée par celle en A, 
multij^iée par Â', . Faisant ce changement, et supprimant 
le facteur . commun A', A', , l'équation précédente devient 

' * . • • . 

/o-îx ^^ <^logH, du dlosEi du 

dKxdA.i dA^ dAi dAi dAi 

■■■'.' ' . , 

Les expressions (5) doiiiient immédiatement 

<^lQgn. _ ^logQ _^ A, 



dA:t dA^ ■ Q>' 

rtflogHa^£;?logQ Al 

dAx "" dAx "" "" Q*' 

En y substituant ces valeurs^ et la- multipliant par Q* rem- 
placé par sa valeur (14)9 Téquation (33) est déiinitiven^ent 

d^u du du 



On intégrera cette équation linéaire aux différences pàr-r 
tielles, et ses homologues, par le procédégénéral adopté ^*n 
physique mathématique. Ce procédé consiste à composer la 
fonctiou intégrale d'une suite de termes simples, vérifiant 
tous et s'éparém*ent les équations à intégrer ^ et quand^ il 
s'agit d'i^ne fonction-de-point> chaque terme simple est If 
produit de quatre facteurs, le premier étant une constante 
arbitraire, les trois autres ne variant chacun qu'avec Pupe 
des coordonnées . ; 

On posera donc . 

(35) •«»=g.GFF.F,; '_ . 
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G étant la constante arbitraire ; chaque facteur F, ne Va- 
riant qu'avec pi^ et W indiquant, ici, la sommé d'un nombre 

[de termes semblables, qui peut être infini. Le terme simple 
de (35), substitué dans. Téqualion (34) qu'il doit vérifier, 
donnera 

^ " rfA, rfAa a A, rfAs 

ou, par une transformation facile, les deux premiers mem- 
bres de l'égalité multiple 

(36) A^--.=r-=A;--_,- = A» — — = ^ 

(F, étant la dérivée de F, en A,). Si, au lieu d<e Téqua- 
tioh (33), on prenait successivement ses deux homologues, 
on trouverait que le troisième membre de (36) doit être 
égal, soit au premier, soit au second. Ainsi, l'égalité mul- 
tiple (36) indique, à elle seule, que le terme simple vérifie 
les trois équations à intégrer. 

Les trois premiers membres (36) ne pouvant contenir 
chacun qu'une des trois vai labiés p,, différente de l'un à 
l'autre, leur valeur commune est nécessairement une con- 
stante e. Les équations différentielles (36) peuvent se mettre 
sous la forme 

dFi A, ^/ Ai 



.,..., 



3, 



F, A?- 
et, à un facteur constant près, leur intégration donne 

F,=: y/±(Al — e),..., 3; . 
-avec ces valeurs, l'intégrale générale (33) devient 

(37) 'u=^s/g{A^-e)(A]-e)iA]-e) 
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(en plaçant la constante arbitraire sous le radical, afin de 
pouvoir lui donner un signe tel, que ce radical soit toujours 
réel). Telle est la valeur générale de toute coordonnée rec- 
tiligne m, exprimée à Taide des paramètres pi du système or- J 
tliogonâl actuel, et vérifiant le groupe (28), § L, 

• 

§ LXIV. 

VALEURS DES FONCTIONS u . 

Or : i" Si II est la coordonnée x définie au § LXII, tous 
les termes de u (37) doivent s'annuler pour p=^ o ou pour 
A = 05 il faut donc .que la constante e soit nulle partout: 
ce -qui donne à la coordonnée x la forme 

(38) wjr = /AA, A2; 

'en remplaçant ^^g par la ligne/, divisée par un coeffi- 
cient numéfique'm. ^° Si // est la coordonnée y définie au 
§ LXII, tous les termes de u (37) doivent s'annuler pour 
pi = o ou pour Al = /r; il faut donc que la constante e soit 
partout égale h h^ : ce qui donne à la coordonnée y la 
forme 

(38') /?j = /BB, B,; 

en remplaçant [^ \/ — g par la ligne /, divisée par uu 

coefficient numérique //. 3° Si m est la coordonnée z définie 
au §LXII. tous les termes de u (iy) doivent s'annuler pour 
A2.= 1 3 il faut donc que la constante e soit partout égale à 
l'unité : ce qui donne à la coordonnée z la forme 

(38") ' pz=lCC,C,; 

en remplaçant [^ \g par la ligne l divisée par un coefficient 
numérique p. 
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S LXV. 

VÉRIFICATION DE LA QUATRIÈME ÉQUATION EN // PAR x. 

Mais les- nombres (m, «, p) doivent avoir des valeurs 
déterminées, car le système orthogonal actuel ne doit ren- 
fermer d'autre constante arbitraire que la ligne /, et les axjss 
rectilignes choisis ont des positions complètement assignées 
par ce système. Or, il existe une quatrième équation aux 
différences partielles, que toute coordonnée reclîligne w, 
zîonsîdérée comme fonction des p,, doit essentiellement vé- 
rifier. C'est Téquation (29), § L, qui, en y remplaçant les 

h-i par — î et les H/ par leurs valeurs ( 5), devient 

t^> ''■(^)'-<!:(^)'+«!(^,)'="»'«:''i- 

Cest donc la vérification indispensable de cette équation, 
assez compliquée, qui doit assigner les valeurs des nombres 
constants (w, «, p)^ lorsqu'on y substituera successivement 
à M les valeurs trouvées des {x^y^ z). 

S'il s'agit de j:, la valeur (38) transformera ainsi l'é- 
quation (Îq), 

(4o) Q» A'» a; a: ^ q; av a; a»+ q: a;»a' a; =Vq^q; q; 



[ef Ton remarquera la disparition du facteur commun /', 
laquelle n'aurait pas lieu, si la ligne / des H, (5 ) était diffé- 
rente de celle des u (38)]. 

Désignons respectivement par Mi, Mj, N les premiers 
membres des deux premières et delà quatrième identité (i 7). 
On voit, sans peine, qu'en substituant, dans le premier 
membre de (4^0» '^^ dernières valeurs de A/* (^5), il se 
réduira à 

(4i). X'N -h A'A'fAîfM, — (i 4-^-0M,j; '• 

8. 
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et M, y Mj élant nuls, tandis que N est égal au produit des 
Q/, Téquation (4o) donnera simplement, en supprimant 
ce produit devenu facteur commiin, 

(4^) '«' = ^s 

ou la valeur de A" quand A = o. On peut adopter m = + A, 
ce qui ne fait qu'assigner le côté des x positifs. 

§ LXVI. 

FONCTION INVERSE DOMINANTE. 

Mais, quand il s'agit de j^ et de z, leurs valeurs (38') et 
(38'') transforment successivement Téquation (39) de ces 
deux manières 

,,3.1 Q^B'»BÎB^-hQÎB'.^BÎB'^-Q;B;^B»BÎ = /.^Q»QÎQÎ, 
14 i| Q2C'^c;C^ + Q;C.2C^,C'-hQ^C,'eC^=/?^Q'Q;Q;; 

• 

et si l'on entreprend de déterminer les constantes n et p, 
en substituant, dans ces équations, aux (B,-, B', *, C/, G^*) 
leurs valeurs en AJ, on n'arrive au but qu'après des. calculs 
beaucoup plus longs et plus pénibles que celui qui précède. 
Tandis que si l'on adopte, pour fondions inverses domi- 
nantes j au lieu des A,, lesi B, quand il s'agit dfe j^, les C, 
quand il s'agit de -z, on obtient lés valeurs de n et de p aussi 
facilement que celle de m. 

Cette circonstance s'ajoute à beaucoup d'autres,* pour 
montrer que, dans chaque groupe (A,, B,, Ci), les trois 
fonctions inverses ont la même importance ; qu elles doivent 
être employées simultanément, et surtout que Ton doit 
pouvoir, suivant les cas, prendre l'une quelconque d'entre 
elles pour la dominante. Il suffit d'ailleurs de grouper un 
petit nombre de forniules, pour que les propositions éta- 
blies au point de vue des A,, le soient à celui des B,- et à 
celui des Q. 
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Si Ton introduit le complément de A* à Tunilé, en posant 

(44) ,_X^=X'% 

les valeurs (29) donnent les relations 

IA^ + B'=rX% A'4-C»=i, O — B^ = A'' 
A]-^B] = A\ a;+c;=i, Bî-h €•; = /-" 
A^-B^ = /% A^,— C^= I, B^-C.]=/" 

qui, permettant d'exprimer les A/, soit par les B/, soit par 
les C- , transforment ainsi les QJ (i4) 

(46) ■ QÎ=B^ + B'=C'Î-+.CS 

.( q^ = b; + b^ =c'-.c;. 

Ces nouvelles valeurs des Q/ vérifient les identités 



(47) 



q'b^4-q;bî-q^bj = o, 

-Q^C'-+-QÎC;+Q^C^ = o, 
Q^B;BÎ-hQÎB^B^-.QjB^BJ = Q»QÎQ^, 
— Q='CÎC^ + QÎC^C^-t-QÎC'C;=:Q^QÎQ;. 



Diflérentiant les relations (45)5 remplaçant les A^ par 
leurs valeurs (3o), et réduisant, on a 

— = -CA, — =-AB; 
ap rtp 

(4») {^= C,A., ^^ = _A.B,, 

"Pi «Pi 



'I 

rfB, dC, 

,—• — — Lij Aï, -7— 

ap2 dp 



ZZZ CjAvy -7 = A2B2. 



Enfin, si Ton élève au carré ces dérivées B^ et Q , et si, à 
Faide des relations (45), on substitue les C- et les A/ enB," 
dans les B',% les A -et les B- en C' dans les Q % on obtient 
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les deux groupes suivants : 

B'^ =. (A-'^ -h B^ )\{A^ — B^ ) = A-' Â-^'-h (P — /t'^) B» — B*, 

(49){ B7 = (/-'» - Bf) {p-h B])=' A' k'^^ (x-2~ A") b;— b;, 
b;^ - (B^ - A'^) (X2^.B^) = -AM'^ -h (A^- a'^jbjh-b;, 

C'^ == (i — C' ) (C^ — k") = — A'2 -h (i -h A'^J C^ — es 

qui correspondent au groupe (aS) des A^*. 

§ LXVII. 

VÉRIFICATION PAR y ET PAR z. 

Maintenant, on voit facilement qu^en substituant, dans 
le premier membre de la première ( 43 ) , les dernières va- 
leurs des B^* (49 )> î^ se réduira à l'expression 

A2 >f'2N 4- B^ B^ B^(A2 — A'») M, — Mj], 

homologue de (4i) \ Mj étant encore le premier membre de 
la première (ij ), mais Mj celui de la première (47)? et N 
celui de la troisième. tDr Mj et Mj sont nuls, tandis que N 
est égal au produit des Q,- \ ce produit devenant donc fac- 
teur commun, la première (43) donnera simplement 

(5i) n'=k^k'\ 

OU la valeur de B^*, quand Bj =,o. On peut adopter 
/i = -h W, en assignant ainsi le côté des y positifs. 

Pareillement, si l'on substitue, dans le premier membre 
de la seconde (43)^ les dernières valeurs des Q* (56), il se 
réduit à 

Ml restant toujours^ le même, mais Mj étant ici le premier 
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inembra de la secoude (47)) N celu 
M,y Mt étant nuls, N égal à Q' Q] 
visée par ce produit donne simplei 



(52) . P'=i", 

ou la valeur de C,* quand Cj = o. C 
l'eqni assigne le côté des z positifs 

§ LXVIII. 

FAMILLES DU SYSTÈME E 

Ainsi, il ny a plus ni indéterii 
Les valeurs des trois coordonnées 
laide des paramètres thermométriq 
gonal actuel, sont données par les 

IA.r = /AA, 
M'j = /BB, 
A'z = lCC, 

Mais quelles sont les trois familles 
de ce système triplement isotherme 
Si nos prévisions se réalisent, 1 
partie de la famille au paramètre p, 
tien générale de cette famille, il f 
équations (53), les fonctions invcrsi 
uftètres p et pi, en se servant des 
équations (53) donnent 

et la parenthèse du second mend^r 
valeurs des B/ et des Cj en A' dédi 
d'abord 

(*"A^ a; -I- (X'-- A^) (A;— X») 4- 
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La feuille B contient toutes les formules qui sont alors 
nécessaires. Dans le tableau I, les p, sont exprimés par des 
intégrales, en A pour p, en B^ pour pj, en Cj pour p^^ de 
telle sorte que la limite inférieure de chaque intégrale soit 
zéro-, les trois fonctions inverses sont remplacées sous le 
signe somme par la même variable f, et ne figurent qu'aux 
limites supérieures des intégrales. Quand ces limites sont, 
k pour A, k' pour Bj , l'infini pour Cj, les p, ont atteint leurs 
dernières valeurs représentées par cr,. 

Ces dernières valeurs cr, sont des nombres qui dépendent 
de la constante fc'^ la formule II donne le développement du 
nombre cr en i^; on l'obtient facilement à L'aide de l'inté- 
grale définie elliptique, dans laquelle u se transforme, et 
qui est placée à la fin de la première ligne du tableau I. On 
établit, par la transformation des intégralies définies fj,, que 
Oj = C5, et que Uj = tr'*, o' étant ce que devient u quand 
on "y change k'^ en A'*. 

Les tableaux III, IV et V contiennent les premiers termes 
des développements que donne la série de Maclaurin, pour 
les neuf fonctions inverses (A,, B,, Q). - 

Dans le système ellipsoïdal exprimé par ses coordonnées 
tliermoniétriques, on peut n'admettre que les. valeurs des 
paramètres p, comprises entre — ct, et 4- cr,. Alors les six. 
fonctioixs inverses (B, C5 Ci, Aj-, A2, Bj) restent constam- 
ment positivés, tandis que les trois autres (A, Bi, Ct) pren- 
nent le signé de leurs variables. D'après cela, il résulte du 
groupe (53) que x change de signe avec p par A, y avec pi 
par Bi, z avec pg par Cj. A l'origine O des coordonnées, les 
pi sont nuls ainsi que les u. 
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HUITIEME LEÇON. 

SYSTÈME EIAIPSOIDÀL. 

Définition géométrique du système ellipsoïdal. — Sa généralité et 3es ts- 
riétés. — Courbures des surfaces ; courbures propres des arcs d'intersec- 
tion ; leurs relations. T- Lois particulières; familles de surfaces sccbn 
daires. 



§ LXX. 
SA DÉFINITION GÉOMÉTRIQUE. 

Le système ellipsoïdal étant tel, qu'aucune des six cour- 
bures n'est généralement nulle, pourra servir, mieux que 
celui des coordonnées sphériques, à vérifier, et même à 
é|.cndre, les lois qui régissent les surfaces orthogonales. La 
définition géométrique complète du nouveau système, ne 
peut donc que faciliter ces applications. 

Les relations (4^)9 § L^^I^ expriment que les trois fa- 
milles de surfaces du second ordre (55), § LXVIII, sont 
homofocales, c'est-à-dire que leurs sections principales ont 
les mêmes foyers. Portant, de part et d'autre de l'origine O, 
sur l'axe des a:, d'abord OF et OF' égales à /, ensuite Of et 
or égales à */; sur l'axe des j, O^ et 0#' égales à Â'/^ les 

points F, F', f, f, ^, ^', sont les six foyers constants, tous 
situés dans le plan des xy. 

L'ellipse dont les axes sont F' F, ^f ' cf , et qui a consé- 

quemment pour foyers f, f, est appelée r ellipse focale, 
parce qu'elle concentre, dans sa propre définition, les six 
foyers constants du système. L'hyperbole, située dans le 

plan des zx^ dont les sommets sont f et f, et les foyers F et 
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F', est appelée V hyperbole ombilicale^ parce qu'elle trace, 
sur chaque ellipsoïde de la troisième famille, les quatre 
points connus sous le nom dH ombilics, 

La première et la dernière surface dé chacune des trois 
familles pi sont planes. Le plan des y^ appartient entière- 
ment à la première sui^face p. Le plan des zx est partagé, 
entre la dernière surface p, et la première surface p^ par 
l'hyperbole ombilicale. Le plan Aesxy est partagé, entre la 
dernière surface pj et la première surface p^ par l'ellipse 
focale. La sphère de rayon infini est, en totalité, la der- 
nière surface pjj. 

On obtient une définition géométrique claire, rapide et 
complète du système ellipsoïdal, en se plaçant sur la pre- 
mière surface d'une des trois familles, qui se meut et se 
déforme, de manière à se superposer successivement sur 
toutes les autres surfaces de la même famille, jnsqti'à la 
dernière; puis, en passant sur le même plan, et par l'inter- 
médiaire, soit de l'hyperbole ombilicale, soit de F ellipse 
focale, à la première surface d'une autre famille, qui se 
meut et se déforme à son tour. 

La familled'hypçrboloïdes à deux nappes au paramètre p, 
commence par la surface p = o, ou pafr le plan des jr^ dans 
toute son étendue. Ce plan se dédouble dans le sens des ar, 
de manière à former deux nappes, qui s'éloignent et s'inflé- 
chissent en sens opposés; celle de droite prend les valeurs 
positives du paramètre p, celle de gauche les valeurs néga- 
tives. En continuant à s'éloigner et à s'infléchir, plus dans 
le sens des y que dans celui des ^, le^ deux nappes mobiles, 
après avoir balayé tout l'espace, aboutissent atix parties 
intérieures de l'hyperbole ombilicale ; là, le paramètre p 
atteint ses valeurs limites it: ct; en sorte que la dernière 
surface de la première famille est une plaque hyperbolique 
à deux nappes.. 

La partie du. plan des zx^ extérieure à T hyperbole omr 
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bilicale, formé la plaque hypcrboliq 
mière snrfacç de la seconde fanûlle, 
zéro. Celte plaque se dédouble dans 
nière à former ua hyperboloïde-à nw 
s'infléchît de plus en plus; la partie 
du plan des zx prend les valeurs pos 
celle qui s'ouvre en arrière les valeu; 

mets de Fellipse de gorge marchent 

de Porigine O vers ^ et ^'. Quand c 
avec Pellipse focale, la nappe mobî 
l'espace en s'infléchissant, se couchi 
plan des xy^ et forme la plaque ind^ 
dernière surface de la seconde famil 
alteint ses valetu*s limites ±zs\ 

La partie du plan des xy^ intéri 
Forme la plaque elliptique, première 
famille, où le paramètre p^ est zérc 
double dans le sens des Zj de mani 
soïde d'abord irès-aplatî, et qui, e 
gonflant de plus, balaye encore tout 
à la sphère dé rayon iniini, dernière 
famille, où le paramètre p^ atteint st 
la partie supérieure au plan des xj 
positives de jO^, la partie inférieure 



§ LXXI. 

SES LIMITES ET SES VA] 

Le système ellipsoïdal, qui vient 
quement, est loin d'être unique, co 
drique des coordonnées polaires, 
conique habituel des coordonnées s\ 
lent constamment et partout les i 
grandeur de la ligne /, il existe, en 



ia8 LEÇONS ' 

tèmes ellipsoï^atix difTérents et non superposables^ que de 
valeurs fractionnaires comprises entre zéro et Tunité, suc- 
cessivement assignées à la constante A, ou au rapport des 

demî-dîstancesfocales Of et OF. De plus, à la même valeur 

de /r, ou du rapport de Of à OF, correspondent une infi- 
nité de systèmes semblables, mais non superposables, qui 
diffèrent entre eux par la grandeur de la ligne Z ou de la 

demi-distance focale OF. 

Lorsque, 7 restant le même, on prend la limite ft = o, ou 

qu'on annule la demi-distance focale Of, on a le système 
particulier des ellipsoïdes planétaires, dont les trois fa- 
milles sont : celle des plans méridiens au paramètre azi- 
mut al jo; celle des hyperboloïdes de révolution k une 
nappe, au paramètre pi ; et celle des ellipsoïdes de révolu- 
tion autour du petit axe de leur ellipse méridienne. L'hyj 
perbole ombilicale se réduit à l'axe polaire dés Z] l'el- 
lipse focale, au cercle lieu géométrique des foyers constants, 
des sections méridiennes des deux dernières familles. 
Lorsque, /restant encore le même, on prend la seconde 

limite k= i, ou qu on égalé la demi-distance focale Of à 

OF, on a le système particulier des ellipsoïdes ovaires, 
dont les trois familles sont : celle des byperboloïdes de ré- 
volution à deux nappés, au paramètre p ; celle des plans 
méridiens, au paramètre azimutal pi ; et celle des ellip- 
soïdes de révolution autour du grand axe de leur ellipse 
méridienne. L'hyperbole ombilicale se réduit aux deux 

parties de Taxe polaire des x, situées en deçà de F', et au 

delà de F. L'ellipse focale se réduit à la droite comprise 

entre les deux points F et F', seuls foyers constants des 
sections méridiennes de la première et de la troisième fa- 
mille. 

Pour tous les systèmes ellipsoïdaux semblables, corres- 
pondant à la même valeur de fr, et à des grandeurs diffé- 
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rÇQtes de la ligne I, les cônes asymptotes des hyperbolpides ' 
bomoïbcaux à deux nappes et à. «ne nappe forment deux 
EuaiUes orthogonaleis de surfaces coniques du second ôrdre^ 
lesquelles restent les mêmes pour tous les systèmes sem- 
blables. A la limite de /= o, ces cônes s' associent avec la 
famille de sphèrçs concentriques ^ pour composer lin sys- 
tème orthogonal conique et triplement isotherme, tangent 
vers Tinfini à tous les systèmes ellipsoïdaulc corresponaatit 
à la même valeur de k. 

Les deux systèmes coniques, tangents vers Titi.fitiî aux 
systèmes des ellipsoïdes planétaires et oVaires, ne sont 
autres que le système conique habituel des coordonnées 
sphériques. Lequel semble se présenter, à la fin de cette énu* 
mération de tous les systèmes nouveaux, nés de la même 
recherche, comme pour nous rappeler qu'au départ ses in- 
dicatioins ont puissamment cotitribué à la faire réussir. 

§ LXXII. 

COURBURES DE SES SURFACES. 

Étudions maintenant les courbures du systènie ellip- 
soïdal, pris dans toute sa généralité. Si Ton pose^ pour 
simplifier, 



, . " ABC r* A, 6| Cl ii A2B2C2 - 

^'^ 0:0: = '^' "qT" ' ~W~^^'' 

les six courbures des surfaces conjuguées, déjà exprimées 
au § LXI, peuveAt s'écrire ainsi : 



(î) 



1 . G 

— — H 5 

r' IQ] 




I G, 


I G, 


I G. 


I G, 



•;• i- 
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Les courbures des hyperboloïdes à deux nappes sonl posi- 
tives, celles des hyperbolbïdes à une nappe de signes con- 
traires, celles des ellipsoïdes négatives , conformément à la 
règle du § XXVm. 

Les courbures sphériques -des trois familles de surfaces, 

lesquelles sont aussi leurs courbures paramétriques, de-^ 
viennent alors 

_ G o; + q: 

2 



(3) 



I 


+ 


I 

7 


■ — ■ 


I 


I 


-h 


I 


= 


I 

0-1 


I 


-f- 


I 


— 


I 



g. q;-q' 

G, Q' + Ql 



Les différences et les produits des deux courbures de 
chaque surface pi s'expriment plus simplement encore, 
car on a, en se rappelant la première identité [ij), 
SLVI, 



(4) 



I I G Q» 


1 


G' 


1 I G. q; 


I 


g; 

/'QÎQ'' 


I I G, Q\ 


I 

>. '', " 


G^• 


A '', i Q' Qî ' 


''Q'QÎ 



Désignons par y, le rapport des deux, courbures de la • 
surface pi, ou celui de leurs rayons, on aura 

^7-^'- Qî' 
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et la première identité (17), § LVI, 

I 
7» 

(6) {7,H----=i, 

i 

7 H = 1. 

7i 

Si donc on suppose que le rapport 
autres rapports auront les valeurs 

(7) - "î^'^T^' V3 = - 

' — 7 

qui reproduisent la relation fondan 
la forme 

(8) 77«7»+ ï =o- 

Étant déduites des deiix dernièréf 
mière, les deux seules équations (7 
(6) et (8). Ainsi, il suflSt de con 
deux courbures de Thyperboloïde à 
en M, pour en déduire immédiate 
courbures de l'hyperboloïde à une : 
qui passent au même point. 

§ LXXIll 

SES FAMILLES SECOî 

Avant de passer aux courbures p 
ques préparations sont nécessaires 
plîfiei', 

(9)' { AÎAÎ + A^A^-f-A' 

A^AÎAÎ = I 
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d'où l'on conclut les autres sommes symétriques 



Si l'on prend, aux relations (45), § LXVI, les B/ et les 
C/ en A,% on obtient les développements 

. . I B«BJB^ = A«— R>t<+P>t»--n, 

I CCîCî = — i-f-R — P-hn. 

Ajoutant au premier le produit du second, par A*, se rappe- 
lant qUe (i — A*) égale A'*, et remplaçant R par la somme 
des A,% 091 arrive aisément à 

^^^j j ^'*A>AÎAJ^-B'B:B^-^^«C'CÎC: 

f = ^» ^'»[A» H- (a; — ^') -f- (A*, — i)]. 

Ajoutant encore, au premier développement (ti), le pro* 
duit du second par /r', on trouve 

] = A' A-'» [— ^»R -4- (14- A->)P— 3n]. 

Si l'on divise ces deux équations (12) et (i3) par Ar* Ar'*, 
les valeurs (SS)) § LXYIII, permettent de les écrire ainsi : 



^^ = (i+A^)P-A'R-3n = p, 

^ et pL représentant ces valeurs symétriques. La première 
(i4) donne très-simplement, à l'aide des nouvelles coor- 
données, le carré de la distance à l'origine O; cette expres- 
sion se réduit à zéro, quand les trois paramètres pi sont nuls^ 
ce qui devait être< La seconde. (t4) peut être considérée 
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comme représentant une famille sectindaire d'ellipsoïdes 
semblables, au paramètre fx; c'est-à-dire que toute quantité, 
qui ne dépendra que de fx, sera la nième pour tous les points 
de chacun des ellipsoïdes de cette famille. 

§ LXXIV. 

SES RELATIONS SYMÉTRIQUES. 

Par la substitution des B/ et des C/, donnés en AJ par 
les relations (4^)9 § ^^^I) ^^ ^ ^^^ déyeloppements 

A;Bîc;=-A;+(i-f-^^)Aî— *»a;, 

AJB:c;= A;-(i-hA»)Aj-hA»A;; 

d'où Ton déduit, à l'aide des formules (10), et de la pre- 
mière (9), 

I a»b»(?-aîbîcî + a;b;cî , 

^ "^ |;=(R8— 3PR4-3n)— (i4-^«)(R»— 2P)-h^»R=:c*, 

(ù représentant cette nouvelle somme symétriquie. P' après 
les valeurs (i) des G,, cette relation (i6) pçut se mettre 
sous la forme . 

(iGbis) g»q:q;-gîq:q* + g;q»q; = c., 

Les Qi exprimés en A/ donnent aisément 

(Qîq:= A^-f-2A;A;-p, 

('7) Q;Q^=-A;-2A^A'-hP, 

( Q'Qî=: a; + 2A»a;^p. 

d^où Ton déduit, en multipliant respectivement ces rela- 
tions par les A,-, 

I'A« = A* q; Q^ + PA' — 2 n, 
~AÎ = A;Q:Q»-^PA:-h2n, 
. A; = A;iî'QÎ-HPAJ^2n. 
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Si Ton additionne ces trois valeurs ^i8), respectivement 
multipliées par les QJ, les identités (17), § LVI, donnent 
pour la somme • - . 

(19) Q^a«-q;a;4-q^a;=q^qîq^r. 

Additionnant de la même manière, ou avec les mêmes fac- 
teurs, les développements (iS), on' a, par les mêmes iden- 
tités et par la relation (19), 



r 

(20) . j 



A» B» o Q» H- a; bî c^ qî + a; BJ C', Q', 



ou bien, en divisant par le produit des Qi- , et introduisant 
les G, (i) 

(21) G^+G;-hG; = .a= \^ . , 

d'après la première (i4)- Cette relation (ai) exprime que 
la §omme des G/ a la même valeur, pour tous les points 
également distants de l'origine O. 

Si l'on ajoute à la première (17) la qusitrjème puissance 
de Q, qui est 

q4.:^a4 + aî-2a;a5, • 

la sonmie des seconds membres s'exprime symétriquement 
par Tune des sommes (10), et Ton a la première du groupe? 
suivant 

(22) Q:-Q,*Q^= =R^~-3P=X; 

les deux autres s'obtiennent d'une manière analogue, et i 
représente la valeur comtnune. 

On constate facilement que les quatre expressions symé- 
triques, successivement introduites, ^ et fx (14)9 ^(<^)? 
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A ( 2a) , vérifient la relation 

* • 

Cela posé, ajoutant les trois équations (22), respectivement 
multipliées par les Gf, substituant, dans la somme, les va- 
leurs (iGbis) et (21), puis remplaçant (X<^ — &>) par j^t, 
diaprés la relation qui précède, on aura définitivement 

conformément à la seconde (i4)- Cette relation (23) exr 
prime que la somme des Q/ G/ a la même valeur, pour tous 
les points dé chacun des ellipsoïdes semblables, au para- 
mètre (X. 

§ LXXV. 

œURBURES PROPRES DE SES ARCS s,. 

Maintenant, d'après les formules (22)^ §^1^9 la cour* 
bure propre de l'arc 5, normal à l'hyperboloïde à deux 
nappes, et ligne de courbure de l'ellipsoïde, est donnée par 
l'équation 

' _ ' ■ '_ ' q:g;+qîoi 

qui, en siibstiluanl au numérateur sa valeur déduite de ta 
relation (23), devient la première du groupe 

I _ I pi — jGr'Q' 

la même transformation donnant snccessivemjent lés deux 
autres. 
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Lorsque Ton additionne respéctiyement les lignes du 
groupe (24), avec les carrés de celles du groupe (4), pre- 
mière case, et que Ton remplace les dénominateurs des se- 
conds membres par 



N ^«, «..le. l(^)'^ 



on obtient l'égalité multiple 



D'où résulte, pour le système ellipsoïdal, cette double loi : 
Si Von ajoute au carré de U^ différence des courbures de 
chaque surface^ le carré delà courbure de l'afc normal, 
et quon divise la somme par la quatrième puissance de 
la variation du paramètre suivant cet arc, on aura tPois. 
quotients, lesquels seront égaux. De plus, leur valeur com- 
mune sera ta mente pour tous les points de chacun des elr 
lip soldes seniblables^ au paramètre fz. 

RELATIONS ENTRE TOUTES SES ÇOUREURES. * 

Le groupe ( ?4) peut servir à vérifier les formules et lesi 
lois établies aux § § XL et !XL1. Pour simplifier cette véri- 
fication, désignons chaque G<^ Q\ par gi^ et |ji étant la somme 
des trois g^,, représex^tons par y celle de lei^rs produitsi 
deux à deux, c'est-à-dire posons 
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Les équations {^4)j résolues par rapport 



^\^—S^ 



Prenant au groupe (4)9 seconde case, 
courbures de chaque surface, les cosinus m 
angles plans qui forment l'angle trièdi 
principales aux trois arcs 5,-, auront pour 



m" 



^== TrrT' — >' 



y m^ — gi ^V- — g') 
(28) i'"'-"^"^^ ' 



^. — -J, — ^ 



si l'on représente par J* le produit des ti 
sîtifs (fx — gi)^ ou si Ton pose 

(29) (p-g')(p--ê^.)(f* — g2) = 

Dans le développement du premier meml 
tion posée (29), les termes en jut' et en 
d'après la valeur (26) de fJt, et, d'après 
simplement 

(3o) <î'=p — érg'ig'.. 

x\vec les valeurs {28), le produit des /;/, 
(3i) m'/n>:=:?l^lli, 



l38 LECOIKS 

et remarquant que Ton a identiquement 

= ê:^gAl^ — g)'^g^g{lt -^gi ) -^ ggi ii^—g^) 

=^llV — ^gg^g7, 

la somme des carrés des mêmes cosinus est 

d*ôù l'on conclut, d'après (3o) et (3i), 

(32) (i^m^-' m]— mlY = im' m]ml. 

Âipsi la relation (3o) du § X.LI, existe pour le système 
ellipsoïdal*, d'où il suit que les deux produits ^' et $'', du 
même paragraphe, sont ^aux entre eux, et que leur carré 
est (3 1)5 ce qui résultait d'ailleurs de la relation fonda-^ 
mentale (9), § LV. On a donc actuellement 

(33) $'=:$" = €^'. 

Les sinus /i,- qui correspondent au cosinus /w,-, s'çxt 
priment facilement à Taide des g:,. On a identiquement 

t 

ii=P' -^l^igi-^g^)'+-gig^y 
m 
= i>'g^gig^=^-^g\ 

d'où Ton conclut, d'après la première (28), 

g^ V 

V-Hg^' [\^ — %^) [?• — g^) 

et multipliant, haut et bas, par (fx — g"), introduisant ()*, 
on a la première des valeurs du groupe qui suit, les deux 
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autres s'obtenant de la même manière 



(34) ] , vffA-^.) 

^i^ ^(p — gO 

Avec les valeurs (33), (28) et (34) 
§ XLI se calcule rapidement, car, p 
mière équation devient 

Pj_^ Sgig^-^g'(gi-^g2) _ 
'•'' V (g, -+• g) 

et sa transformation complète donne 1< 



■(35) 



p: , g ^ 


Pi - 


^' g^-^g' 


'"■' g 


p\ __ g^ 


P' _ 


^v g-^gi' 


r',~g, 


p' _ g^ 

■m' rr \ n 


P\ _ 



que vérifient d'ailleurs les valeurs (2^ 

§ Lxxvn. 

DÉFINITION DE SES ÉLÉ\ 

La simplicité des lois et des rela 
donne, pour le système ellipsoïdal, i 
aux trois quantités essentiellement p 
Car, lorsqu'elles sont numériqueme: 
point M, elles donnent immédiatemc 
rellipsoïde (i4) qui passe en ce poin 
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des angles qu'y font entre elles les normales principales des 
arcs 5,5 enfin par les équations (35), les rapports de toutes 
les courbures des surfaces conjuguées et de leurs arcs nor- 
maux. Si Ton rapproche les valeurs (i),des produits expri- 
mant les (A', B', , C',), on peut définir ainsi ces quanti- 
tés g., 

elles se réduisent à zéro, à l'origine O, comme l'indiquait 
d'ailleurs la relation (aS). 

§ LXXVIII. 

SES COURBURES RÉSULTANTES. 
D'après ïa formule (21) du § XXXIX, la courbure ré- 
sultante -» relative n la surface p, est actuellement donnée 
y - 

par l'équation 

III 

— » = -7 -+- -T ^ 
? ^ P 

et substituant les valeurs (3) et (24)9 on a, pour le système 
ellipsoïdal, 



1 1 tt + 4G^Q :Q; 

a' /' O* 0\ ' 



puisque Q' est égal à (Q^ — Q')? d'après l'identité si sou- 
vent employée; ou, remplaçant G par sa valeur (i ), 



l;_ I p4-4A'B'0 



et, d'après la valeur (4) du produit des deiix courbures de 
la surface p, et la valeur (i) dç G^ on a défini tiver'^^»- ^ 
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première du dernier groupe' 



(37) 



I 


_ /* 


-h 
+ 


4 


1 


• 

_ V- 


r' r" ' 

4 


9\ 

I 

7. 


_ F 


4 . 



les deux autres résultant de substitutions homologues. 

Ces valeurs (37) conduisent facilement à un nouvel 
énoncé de la double loi du § LXXV. Dans des recherches 
importantes, faites à Taidc du système ellipsoïdal, plusieurs 
géomètres ont choisi, pour coordonnées, les premiers axes 
(/A, /Al, /A,) des ^surfaces conjuguées, et non leurs para- 
mètres thermomélriques. Alors les courbures paramétriques 
n*étant plus égales aux courbures sphériques, les courbures 
résultantes ont des valeurs plus compliquées, et dont Tin- 
lerprétation géométrique n^est pas sans difficulté. 

Terminons par quelques détails, relatifs aux courbures 
appartenant aux points situés, soit sur Thyperbole ombili- 
cale, soit sur Tellipse focale. Leurs expressions sont celles 
des deux tableaux : 

A=^ = A, 



I 
r 


J llk' 1 

r" /BJ r\ ' 


(''' 


I 

~ 00, 


I A,C/ 1 

A, — I — A, 


9 


I 

co, 

•i 


I* i' l 
r, 10 r, ' 

I AB I 

r"~/C»~"r'' 








— 1 
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Les titres rappellent les valeurs«>limites, qu'il faut donner 
aux A,-, pour déduire ces expressions des formules générales. 

Diaprés le premier tableau : i** sur l'hyperbole ombilicale, 
les jieux courbures de chaque ellipsoïde traversé sont égales 
et de même signe ; 2° les deux courbures conjuguées en l'arc 
hyperbolique, sont égales entre elles, et à la courbure propre 
du même arc 5 i^ les deux courbures réciproques, appar- 
tenant aux rebords infiniment courbes des plaques hyper- 
boliques conjuguées, sont infinies, de signes contraires, et 
leur rapport est moins l* unité. 

D'après le second tableau: 1° sur l'ellipse focale, les deux 
courbures de chaque hyperboloïde à deux nappes traversé 
sont égales et de même signe ; 2^ les deux courbures conr 
juguées en l'arc elliptique, sont égales entre elles, et à la 
courbure du même arc •, 3° les deux courbures réciproques, 
appartenant aux rebords infiniment courbes des plaques, à 
vide, ou plein elliptique^ sont infitiies, de signes contraires, 
et leur rapport est moins Vunité, 

Ainsi Tellipse focale trace aussi des ombilics sur les hy- 
perboloïdes de la première famille. On remarquera que la 
valeur commune des deux rayons de courbure, aux on^i* 
lies d'un ellipsoïde, est égale au cube de $on demi-axe 
moyen, divisé par le produit des deux autres demi-axes. 



«■^9 1 
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NEUVIEME LEÇON. 

MOUVEMENT D'UN POmT MATÉRIEL. 

Équations du mouvement d'un point en coordonnées curvilignes. — Décom' 
position du mouvement qui établit directement ces équations. — Rappel 
de la méthode de Coriolis. — Application aux coordonnées spliéii^ués. 



§ LXXIX. 

SES ÉQUATIONS EN COORDONNÉES CURVILIGNES. 

Les équations du mouvement d'un point matériel peu- 
* vent être ei^primées en coordonnées curvilignes p,. Car, 
lorsque ce mobile traverse le système orthogonal fixe, le 
lieu M, qu'il occupe à une époque ^, étant défini par les 
valeurs des paramètres p,- des trois surfaces conjuguées qui 
s'y coupent, ces valeurs sont trois fonctions du temps f, 
qu'il suffit de connaître pour en déduire la trajectoire. Il 
s'agit d'établir lés équations différentielles qui doivent ré- 
gir les fonctions 

Soient, au point M, V la vitesse du mobile sur la trajec- 
loire, et (p', f^j, p'j) les projections de cette vitesse sur les 
normales aux surfaces conjuguées 5 u une coordonnée rec- 
tiligne quelconque, et (U, Ui, Uj) les cosinus des angles 
que sa direction fait avec les mêmes normales. On. aura 

dsi I dpi 

dt hi dt 

(2) \ 

du du 

, —— z=:U,==: Ai -r— 5»»M 3. 

\ dSi a Pi 

La coordonnée u est la fonction des trois paramètres p,, 
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d 

dont Ijes six dérivées partielles du second ordre sont don- 
nées par les équations (So), § LI, et (28), § L. Ces équa- 
tions peuvent se mettre sous la forme 

/ .d^u TJ U, U, 

-df r /•, r^ 



(3) 



df^ r" r- 



''i 



''»'* 3 — :r = — H? ■+-— p 

, /iA, = — — + --- h 

en exprimant les dérivées du premier ordre, de u par les 
U^ (a), des hi par les courbures des surfaces ( 24), § XXX, 
et les courbures paramétriques ( 25), § XXXl. 

La fonction u ne contenant le temps que par les p„ sa, 
première dérivée en t est 

du ^ry du dpi 
dt JUi dji "dt' 

La seconde dérivée, par rapport à la même variable, peut 



s'écrire ainsi : 



d^u 



dt^ Zà\hi dt' ^^' dp}"^') 

H- 2 ( A, ^2 -; — T~ i'i f^i -f- fh h 7- ^2 ^ H- hh^ — — — çv^ 5 

\ ap^api clpicip apapi / 

en remplaçant, les -^ par hi 1^,, les —par 7-'- Et, lorsqu'on 
y substitue les valeurs («3),. et qu'on met lesU, en facteurs 
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eominuns, elle donne défiaitîvement * 

pour raccélération du mouvement projeté, sur la droite u. 
Désignons par F la force, rapportée à l'unité de masse, 
qui sollicite le point matériel en M, par R, ses trois compo- 
santes suivant les normstles aux Surfaces conjuguées. Alors, 
prenant pour unité la. masse, du mobile, l'accélération (4) 
sera égale à la composante de F parallèle à la ligne i/, ou à 
la somme des projection s. des R, sur cette ligne. Cest-à- 
dire que Ton aura nécessairement 

{5). . ^~UR-^U,R.4-U,R,. 

Les expressions (4) et (5) doivent être identiques. Or, la 
direction de la ligne u est arbitraire, et peut être prise suc- 
cessivement parallèle aux trois normales 5 d'où Ton con- 
clut aisément que les trois parenthèses du second membre 
de (4) doivent être respectivement égales aux. R,. Ce qui 
donne enfin 

■ • 



h dt"" r r' r^' r,. r 



2 



__u_.4--. -1--^^ — -_ L_, ^j^ — R,, 

fil ai* ri ^1 ^t ^ ^\ 

• • . . • 

pour les équations du mouvement d'un point, rapporte aux 
coordonnées curvilignes p,. 

tu 
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§ LXXX. 

> 

MÉTHODE DB DÉœMPOSmON DU MOU\TMENT. 

Les premiers. membres des équations (6) sont, nécessai- 
rement, les expressions des composantes de Taccélération 
totale, suivant les normales aux surfaces conjuguées. Et, si 
l'on imagine une décomposition du mouvciAent général en 
plusieurs autres mouyements successifs, ou plutôt simul- 
tanés, les prôjectioqs des accélérations de tous ces mouve- 
ments doniieront, par leurs gommes, les nièmes expres- 
sions. Lorsqu'on cherche un genre de décomposition, qui 
permette ^'obtenir directement, et en quelque sQrte géomé- 
triquement, ces composantes de* l'accélération totale, on 
rencontre presque immédiatement celui que nous allons 
définir.* 

Le mobile étant en M à Vépoque f , soit M' sa position à 
Tépoque t -f- dt: La fig. i représente le prisme rectangu- 




laire curviligne, vérîtable élément de volume du système 

orthogonal, dont l'arc infiniment petit MlVl' de la trajec- 
toire est la diagon^ile. Lsifig. 2 indique, sur les tangentes 

aux arcs 5. passant en M, les centres C^'^ des six courbures rf^ 



SUR LES coordonhées curvilignes, etc. 147 

*faCes conjuguées 5 centres que l'on suppose tous 

. Fig. 2. 




i 



sur les parties positives des normales corréspon- 

lécompose d'abord le mouvement général, en trois 
nouvements curvilignes, s'exécutant sur les hrcsdsi 
les arêtes qui forment le sommet. M dû prisme cujr- 
de isijig' I. Sur <:haque dsi^ le mobile part de M 
vitesse initiale p»,, et arrive en w, à la fin du temps dt; 
utre, tandis que chaque ^5, est ainsi parcouru, oiï 
3 que cet arc même, ou sa tangente en M, tourne 
lément et simultanément autour de deux axes, mê- 
les centres C9 qui se trouvent sur cette tangente 

)j perpendiculairement au plan tje chaque cour- 
^ telle sorte que celle des extrémités de Tare en- 
Î5,, qui était en M, arrive finalement en M'. 

10. 
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Par exemple, Tare M/w, ou sa tangente MC'C'^ qui 
prendrait la position m^ iV, , en ne tournant qu'autour de 
l'axe mené par C, perpendiculairement au plan M/r^C, 
et qui prendrait la position m'^N^ en ne tournant qu'au- 
tour de l'axe mené par C", perpei^diculairement au plan 
MmjC'', aura, après le temps ^f, la position iVM', par. 
suitedes deux rotations simultanées. 

En résumé, à chaque arc dsi correspondent trois mouve- 
ments composants : un mouvement curviligne, uniformé- 
ment accéléré^ sur cet aie même, et deux mouvements de. 
rotation uniforme autour d'axes différents. Evaluons, main- 
tenant, les projections sur les trois normales en M, des 
accélérations de tous ces mouvements composants. 

§ LXXXI. 

ÉVALUATION DIRECTE DES ACCÉLÉRATIONS R,, 
L'accélération du mouvement curviligne, qui s'exécute 
sur Taxe ds (supposé fixe, et où conséquemment la coor- 
.donnée p varie seule, tandis que p^ et p g restent constants), 

se compose de l'accélération tangentielle— ^-9 et de l'accé- 



dt 



v^ 



lération normale — La première est dirigée suivant la 

normale à la surface p^ sa valeur s'obtient en différentiant 

la vitesse V, ^^j-^'> V^^ rapport à /, dans p seulement, 

non dans p^ ni dans 1O2, qui restent invariables \ d'où ré- 
sulte, pour la somme R, le terme 

^^^ "^ ~Â dt^ T'dp \dt) '^li'dô'^ 7- 

la parenthèse, donnée à m, indique la restriction imposée 

à la diffcrentiation. La seconde — » dirigée suivant la nor- 

P 
maie principale de l'arc.?, donne deux composantes suivantles 

normales aux surfaces pi et pi, dont sa direction est séparée 
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parlés angles aux cosmuâ- cl- (X? 

I «'' T> 1 "' 

le terme — pour Kj , le terme - poi 

Le transport de l'arc ds^ effectué 
de l'axe mené par C, peut se déco 
translation , uniforme ou sans ac 

nera l'arc ds^ parallèlement à lui-mt 
et en une rotation autour de Wj. Ce 
à Textrémité »i, dans le temps dt^ 
rallèle à mj M, eii sens contraire de 
la valeur absolue, donnée par la sin 
gle^ni/WiiV,, miC'.M, est 

niN2= dSi — 3= — 
r r 

multipliant ce chemin par — ^2^ ^^ 

-f- 5 qui devra faire partie de h 

de la même manière, que le transpo 
par la rotation autour de Taxe mcn< 

une accélération ^? quidoitfair 

En résumé, les mouvements comj 
par l'arc ds^ donnent aux sommes R 
suivant, au-dessus desquels se trouva 

P P« P2 

P, P2 p 



dt r, r 



p, p p, 
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Les termes au-dessus desquels se trouve la lettre ]0i, oupt^ 
seront donnés de la même manière, par les mouvements 
composants exécutés sur et par dsi^ ou sur et par ds^. 

Les sommes (8) sont identiquement les mêmes que 
celles (6), déduites de l'analyse, en ayant égard aux valeurs 

essentielles (7) des -A—-* Ainsi, le mode de décomposition 

du mouvement général, qui conduit à ces sommes (8), est 
complètement vérifié: Si les arcs- dsi n'étaient pas infini- 
ment, petits, on conçoit que ces trois axes, parcourus et 
transportés *. comme l'indique la décomposition actuelle, 
amèneraient leurs dernières extrémités rrii dans trois posi- 
tions voisines, mais différentes, de M/. On doit conclure 
delà vérification. qui précède, que ces écarts sont des infi- 
niment petits du second ordre, et complètement négli- 
geables quand les dsi sont des infiniment petits du premier 
ordre. De telle sorte que les vitesses absolues i^/ , acquises 
aux extrémités des trois arcs transportés et parcourus, don- 
neront, en grandeur et en direction, les composantes de la 
vitesse totale V ' du mobile en M', suivant les normales aux 
trois nouvelles surfaces conjuguées, qui passent au noi^- 
veau point M' de la trajectoire. 

§ LXXXII. 

APPLICATION. AU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Appliquons les formules (8) au système habituel des 
coordonnées sphériques, lesquelles sont ; la longitude i|;, la 
latitude (f et le rayon que nous désignerons par y. On ^ 
donc 

les trois composantes i^, , de la vitesse totale V, sont 

r/iL fia d*j 
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les rayons de courbure des surface» conjuguées •(§ XXXII )^ 
<:)kit pour expressions 



I 


I 


;^ = o. 


I _ tongT 


I I 


1 I 



Substituant ces valeurs dans les sommes (8), en pb^enrànt 
ta régie prescrite par la formule (7), d'où résulte quii^ dan$ 
la dérivée de u par rapport à f, le facteur y co^ (f reste con- 
stant, et que, dans.ceUe de Vi, le facteur y est invariable, 
on écrit immédiatement 

^ d^'h do rf\|> . d^ d^ 

' dt^ ^ ' dt dt ^ dt dt ^' 

-- ; ] « ^'? /^4'\' . . dy df 

C9) 'j»'^V-5j;T + 7(^^jcos7sm + 4-a^^, 

Telles sont, en effet, les valeurs que l'on obtient^ en par- 
liant des formules de transforiûation 

jr =; -y COSy COSij^, 

z=:7smy, . 

«évaluant les trois- dérivées secondes -~5 ou les compo- 
santes de laccélération totale, suivant les trois axes recti- 
lignes; puis additionnant, successivement', trois fois les 
valeurs de ces dérivées, respectivement multipliées par les 
cosmus, exprimés en 9 et tp, des angles que fait avec les 
<sixés, soit la tangente au petit cercle parallèle à Téquateur, 



• • 
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»pour obtenir R, soit la tangente au méridien pour Ri, soit . 
le. rayon pour Rg. Calcul assez long, et même pénible, par 
suite du défaut .complet de symétrie. 

§ LXXXIII. . 

HÉTÉROGÉNÉITÉ DES R, DANS CE SYSTÈME. 

Lorsqu'on compare entre elles les sommes (9), on ne 
trouve de sçmblable que le nombre des lermes, et la pré- 
sence de la dérivée seconde d'une des coordonnées dans les 
premiers*, quant aux deux derniers termes, ils ne pré- 
senterit plus que des différences : deux doubles rectangles 
de dérivées dans la première, deux* carrés de dérivées dans . 
la troisième, un carré et un double rectangle dans la se- 
.cbnde; en outre, ces deux termes ont le signe + dans la 
deuxième, le signe — dans la troisième, des signes con- 
traires dans la première; et ces deux genres de différences 
ne se correspondent pas. Tout semble concourir pour em- 
pêcher la mémoire de retenir les formules (9), malgré leur 
peu d'étendue. 

Elles proviennent cependant du groupe général (8), dont 
Jà symétrie est si remarquable. C'est donc ce groupe même 
qu'il faut retenir, comme restant le guide le plus sûr pour 
toutes les applications. Il peut rétablir la symétrie, même 
dans le système spliérique; car, l'annulation de trois des six 
courbures, et les signes des trois autres, expliquent toutes les 
anomalies qui viennent d'être signalées ; saohaut que les 
sommes (8) eontienneht chacune, outre la dérivée res- 
treinte d'une des trois vitesses composantes, deux termes 
aux carrés de ces vitesses, et deux aux doubles rectangles^ • 
on reconnaît, à leurs traces, ces expressions générales et 
symétriques, dahô les sommes (9), en apparence si dissem- 
blables. 

Cet exemple se joint à beaucoup d'autres, pour faire re- 
connaître un principe que voici : Lorsqu'une théorie ma- 
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ihématique, ou une simple recherche analytique, se signalé 
par l'absence de toute symétrie dans ses calculs et dans ses 
formules, il doit exister une théorie plus générale, une re- 
cherche plus étendue, où la symétrie sera au contraire très- 
complète ^ et il importe de cliercher cette dernière, pour 
guider, éclaircir, simplifier même l'interprétation des ré- 
sultats obtenus par la première. 

§ LXXXIV. 

MÉTHODE DE GORIOLIS. 

Pour qu'on puisse apprécier, à sa juste valeur, et par 
comparaison, le mode de décomposition du mouvement 
d'un point matériel, qui conduit à l'établissement direct 
des sommes (8), rappelons celui que Coriolis a inauguré 
dans sa théorie des mouvements relatifs, et dont le principe, 
ainsi que les applications, se résument par les. propositions 
suivantes. 

Lemme. Soient M le lieu occupé par un point matériel, 
sur sa trajectoire, à l'époque t\ M'. celui qu'il occupe à 
l'époque t -h ^^ ; V la vitesse en M^ 7 l'accélération totale, 
ou le quotient par dt de la vitesse qu'il faudrait composer 

Fig. 3. . 




avec V pour obtenir la vitesse V en M'. Si l'On porte sur 

la tangente en M une longueur MN égale à V rff , la ligne JN M' 
(que Duhamel appelle si lumineusement la déviation)^ 
donne la direction de l'accélération totale 5 et sa grandeur 
est égale à la moitié du produit dey par le carré du temps dtj 
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.df" 



OU à y — ; c'^esl-à-dire au chemin parcouru par un point, 

pendant le temps c?r, avec une vitesse initiale nulle, et une 
accélération constante;. MNM' est le' triangle indicateur 

de Télément MM' de la trajectoire, MN ou Vfl?«soii côté^ 

\dt^ , 

tangent j NM' ou j — son côté dés^iant^ le premier est un. 

infiniment petit du premier ordre, avec dt\ le second un. 
infiniment petit du second ordre, avec dt^. 

Problème. A une époque f, un point M obéit à deuic 
mouvements simultanés: l'un, dit mom^ement relatifs 



i\ 




dont M i^/,. est l'élément^ l'autre, dit mouvement d^entrai- 
nement, lequel se compose d'une translation suivant une 
trajectoire dont M J/^ est le premier élément, et d'une ro- 
tation autour d'un axe dotitla direction est AMX. On con- 
naît le triangle indicateur MN^ Mr du mouvement relatif, 
celui MN^ il/^ de la trajectoire d'entraînement, la vitesse 
angulaire w de la rotation autour de AMX, il s'agît de dé- 
terminer le triangle indicateur MN^i^/^ du premier élé- 
ment de la trajectoire absolue. 

La vitesse absolue V^ étant la résultante de la vitesse re- 
lative V^, et de la vitesse d'entraînement V^, le côté tangent 

MM,,, ou Vadt, sera la diagonale du parallélogramme con- 



SUR LES COORDONNÉKS CUR V 1LI<;]SKS. l 



struit sarles deux côtés tangents, IVJ-S^ ou ^ 
V,J/. Transportant eu Af^Kr -Wr» et parallèl 
même, le triangle indicateur du mouv(*ment r 

parallèle à N^M^^ aura la même grandeur j^ 

parallèle à N^^^, aura la même grandeur jfV- 

lie point M'r appartiendrait à la trajectoi 

. le mouvement d'entraînement n'était qu'une 

^ si l'on suppose que les deux mouvement 

<^^sifs, au lieu d'être simultanés, le mobile M 

entraîné en-AT^, puis s'élèvera en 3I'r. Quar 

^^iste, elle peut être considérée comme suc 

^^Ux premiers mouvements, en amenant le n 

eu M^. 

m 

Le chçmin Mr Ai^ est égal k (àdt multipli 

'^Hce de ikfV à l'axe de rotation transporté A'i 

projection du triangle indicateur M^'^'r 

perpendiculaire à cet axe. Le côté déviai 

ir — étant infiniment petit par rapport au 

•SCflN'r ou Vprff, cette projection se réduira à 
îiier côté. Si donc on représente, pour simplii 
la projection de la vitesse relative sur une pci 

àl-axe de rotation, le chemin A/pif/^aura p< 

(ùdt.Wr dt. 



Le côté déviant ^aMa ouj\ — ? sera donc 



2 



côté du quadrilatère N^N'^ 3/'^ iî/^. Ce que 1' 

en disant cpie le chemin N^J/^ est le résulte 
chemins N^N'^, ^'rM'^, M\M^, ou, en écri^ 
les valeurs de ces chemins, 

. dt^ (\dt^ dt' „, , 

Ja— = reS. [je—'i jr —5 wW^^^ 
2 \ 2 2 
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» 

D'où Ton conclut, eu multipliaDt les quatre côtés du c|ua- 
drîlatère par le même facteur -j-^'^ ce qui n'en change -p^h 
la forme essentielle . 

résultat que l'on énonce en disant que l'accélération abso- 
lue est la résultante, de l'accélération d'entraînement, de 
l'accélération relative, et d'une troisième accélération, qui . 
est égale au double du produit de la vitesse angulaire a>, 
par la projection W^ de la vitesse relative V^ sur une per- 
pcndiciilaîre à Ta^xe de rotation. 

§ LXXXV. 

MOUVEMENT CIRCULAIRE VARIÉ. 

La formule (lo) conduit à l'évaluation directe des son^' 
mes R|, pour les Systèmes cylindriques et coniques d^* 
coordonnées . polaires planes et sphériques. Partant de 1^ 
formule fondamentale 



, (d9 V^\ 
=: res. ^- î ~ I 



dont nous avons déjà supposé la connaissance, on Y^'p' 
plique, d'abord, à un mouvement circulaire varié; alors ^ * 
étant l'angle que le rayon y, de grandeur constante, qurjo:*-*-* 

le centre au mobile, fait avec un diamètre fixe, on a V=:y-^^ 
et l'accélération totale est 

§ LXXXVI. 

LES R, LOUS DES COORDONNÉES POLAIRES. 

Lorsqu'il s'agit d'une trajectoire plane rapportée a 
coordonnées polaires (f. et y actuellement variable, on d 
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ose le mouvement en<leux autres : en un mouvement 
f linéaire suivant le rayon y, et en un nàouvement 
laire varié, que Ton prend pour mouvement d'entraî- 
nt. Alors, dans la formule (lo), il faudra prendre 



dt 






■ 

„^ dfpdy 

dtdt^ 

ci, la vitesse angulaire o> est -~> la vitesse relative est 

ît, l'axe de rotation étant perpendiciilaire au plan[de 

ijéctoire, la projection W^ de V^ lui est égale, 
ieiit, maintenant, F et 4>, les projections de l'accélé- 
ti totale, sur le rayon y et sur sa perpendiculaire, 
le groupe (12), /V appartiendra à F, ainsi que la com- 




ité normale de je prise négativement. La composante 
tntielle de jrV appartiendra à 4>, ainsi que l'accélération 
frf prise positivement, comme l'indique \^fig* 5. Ou 
donc 

dt' '\dt) 

d'^o d(û dy 

<ï> = 7 — 1-1-2—^ — -• 
\dr dt dt 
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§ LXXXVII. 

LES R, LORS DES COORDONNÉES SMÉRIQUES. 

Lorsqu'il s'agit du mouvement d'un point rapporté stxx'x. 
coordonnées sphériques habituelles, on décompose ce 
mouvement, en un mouvement relatif qui s'exécute dans le * 
plan méridien, et en un mouvement circulaire varié st-%jt' 
tour de Taxe polaire. Alors, y étant le rayon, (f la latitude, 
et ^ la longitude : l'accélération relative yV sera celle çiu 
mouvement d'un point sur un plan, rapporté à des coo t- 
données polaires (i3); d'où 

,4, >. = ^.[^-,(^J)'. ,^..âS]. 

L'accélération d'entraînement jg sera celle d'un moix^*^*" 
ment circulaire varié, d'angle ^{/ et de rayony cosy (x ^ J» 
d'où - 

(i5) y,= rés. jv — cosy, yr_jcostpJi 

Pour la troisième accélération acoW- , o) est écal à -r- ; > 

^ . dt 

est égal à la projection, sûr la perpendiculaire à l'axe 

laire, de la vitesse relative V^, laquelle a deux composa 

tes, l'une —• suivant le rayon, l'autre y -—- suivant la t^ 

gente au méridien 5 Wr sera donc égal à la somme 
projections de ces deux composantes, sur le rayon du p^^-*^ 
cercle parallèle à l'équaleur*, ce qui donne 

(10) 2&)Wr= 2 -~ — ^COSœ — 27— -^-~Sm«p• 

^ ' dt dt ^ ' dt dt ^ 

Soient, maintenant, F, 4>, ^*, les projections de l'acic:^ 
lération totale, sur le rayon, sur la tangente au inéridi^ 



^> 
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sur la perpendiculaire à son plan. La première coqipo- 
ilcde/V (i4) appartiendra à F, la seconde à ^» La pre- 
ire composante de je (i5) appartiendra à Hfy.lsi sfeconde, 
L est dirigée suivant le rayon du parallèle,, et vers son 
lire, donnera deux composantes, Tune suivant lé. rayon 
!gàle à 

m-- 

ir r, l'autre suivant la tabgente au méridiei) et égale à 



.-vf:jr)cos'? 



(^*)' 



• • 



cos ^ sin 7 



ir4>. Enfin l'accélération (i6) appartient à Y, avec. ses 
Des. Réunissant les deux parties de chaque somme, 
a 

) |*=^^5?^+'-5rd/+H^J cos<psin„. 

d^^ d^ dy d-hd(ù . . 

st-à-dire les. sommes (R , , R j , R ) (9) > déduites du groupe 
iéral(8). • 

• ■ • ■ 

§ LXXXVIII. 

COMPARAISON DES DEUX MÉTHODES. 

Les deux méthodes, successivemeut exposées, ei qui 
iduisent directement aux composantes (9) ou (17) de 
ccélération totale, dans le système sphérique, ont la 
imc' clarté, et la même simplicité. Au fond, les deux 
)des de décomposition du mouvement rentrent l'un dans 
utre : il s'agit, de part et d'autre, de mouvements com- 
sants qui s'opèrent sur des trajectoires, entraînées, et 
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* 

tournant autour de certains axes. Seulement, la nécessite^ 
d'adjoindre ces rotations est plus nettement établie par I^^ 
première méthode, qui, sous ce point de vue, éclaircit h 
seconde. 

Mais, s'il s'agissait d'évaluer les sonunes R< pour un sys 
tème orthogonal, autre et plus complet que le systèm^^ 
sphérique, les formules (8) les donneraient immédiate — 

ment; tandis que la seconde méthode exigerait une nou ; 

velle recherche, à la suite de celles des §§ LXXX^^^ 
LXXXVl et LXXXVII, un nouvel échelon dans cetlè an 
cension graduelle, qui constitue son caractère principal. 
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DIXIÈME LEÇON. 

POTENTIEL ORDINAffiE. — POTENTIEL 

CYLINDRIQUE. 

Formes diverses des équations du mouvement d'un point en coordonnées 
curvilignes. — Application au potentiel et aux forces d'attraction. — Cas 
particulier du potentiel cylindrique. —Travail des composantes noriilales. 



§ LXXXIX. 

ÉQUATIOl^S DU MOUVEMENT ; SECONDE FORME. 

Les équations du mouvement d'un point rapporté aux 
coordonnées curvilignes pi^ conduisent à diverses consé- 
quences qui méritent d'être signalées ^ et qui feront l'objet 
de la leçon actuelle, que nous commencerons en prolon- 
geant la série des numéros d'ordre, donnés aux formules 
peu nombreuses de la dernière séance. 

Les sommes R/, ou les composantes dfe l'accélération 
totale, données primitivement par le groupe (6), peuvent 
s'écrire encore plus simplement qu'au groupe (8). Si l'on 
ajoute à la somme R, et qu'on en retranche l'expression 

-^, elle pourra se mettre sous la forme 



t>' t>? p; 



r r r 



(i8) 



l^h'dt' h^dt \dpdt^ dp.dt ^ dp.dt J y 
faisant passer, sous la parenthèse, les trois termes né- 
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gatîfs et réunis 

— nv 1 -H 1 — h 

\r r, r,/ 

dans lesquels on substitue ensuite 

I dfi 
aux Vi les T" . ' 

I , hidh 
aux — les -r-7— 

Or la parenthèse, ainsi composée, n'est autre que la déri- 
vée totale de 7- -7^ 5 ou de -r» c'est-à-dire la dérivée prise, 

en faisant varier le temps, non-seulement dans p, mais 
aussi dans p^ et dans p,. Ce qui donne à B, et à ses deux 
homologues, la nouvelle forme 



(•9) 



R 


d*' 

, h v'' s>\ pI 


R. 


,^i 

, A. ^' t^] t^l 
dt r, r, r, 



V 






♦»» p] v^ 



«^r r, r» /^ 

sans la parenthèse restrictive pour la différentiation. 

Ces formules (19) sont certainement beaucoup plus fa- 
ciles à retenir que celles (6) et (8). Elles donnent en outre 
un moyen, tout aussi rapide, de former les sommes R,-, 
pour un système orthogonal dont on connaît les paramè- 
tres différentiels é^, et par suite les courbures des surfaces, 
ainsi que les courbures paramétriques. Mais leur interpré- 
tation cinématique reste en suspens. Car on ne pourrait 
définir un ^lode de décomposition du mouvement général, 



SUR its tooRDonniEs curvilignes, etc. i63 

qui les établirait directement, à l'aide des triangles indi- 
cateurs, et des accélérations composées. 

Toutefois, on peut remarquer que, dans ces sommes (19) 
de quatre termes seulement, les trois derniers termes de 
chacune, ou les neuf quantités 






u! 



sont les composantes de trois a^^céléràtions -^9 dirigées vers 
ks*centres Q, des courbures résultantes (§ XXXVl). Car, 



p> 



Faccélération -7 faisant, avec les trois normales, les. angles 

aux cosinus f -5 — ^ — J > donnera les composantes, — à R, 

— à Ri , — à Rj; et ainsi des deux autres. 

Il ne resterait donc plus qu'à interpréter lés premiers 
termes, ou à trouver ce que signifie la quantité 

1 ^' 

qui n'est, ni l'accélération tangéntielle -Ar— > ni la dérivée 

totale -T^- C'est cependant une ^certaine accélération du 

mouvement projeté sur dsi. En attendant que sa significa- 
tion soit frouvéé, donnons-lui encore l'épithète de paramé^ 
trique, pour indiquer qu'elle dépend du choix du para- 
mètre jO„ comme la courbure -j^« Ajoutons que, pour Fob- 

tenir, il faut prendre la dérivée totale, par rapport au 
temps, du quotient de la vitesse composante p',, par le para- 

II . 
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mètre différenûel A,, dérivée que Ton ihultiplie edsttite 
par ce même paramètre diiTérentiel. 

Nous pourrons dire alors > que chaque composante B| 
de r accélération 4otale, est égale à la somme des pro- 

jectîotis^ sur sa direction^ des trois accélérations -^ 9 plus 

r accélération paramétrique du mouvement projeté sur 
rare dsi. On chercherait vainement un énoncé ayant la 
tnême généralité et la même concision, pour une des 
sommes (8), avec sa dérivée restreinte, et ses deux accélé- 
rations composées. On peut en juger par l'extension qu'une 
steule accélération composée donne à l'énoncé de la formule 
fondamentale (10). 

§XC. 

TROISIÈME FORME DE CES ÉQUATIONS. 

Ainsi, la forme (8) donnée aux équations (6), conduit 
à leur interprétation géométrique, et la forme (19) les pré- 
sente avec une simplicité et une symétrie telles, que leur 
énoncé devient facile. Mais il faut avoir recours à une troi- 
sième forme, quand on se propose d'étudier aiialytique- 
ment les lois du mouvement. 

La somme R (6) peut encore s'écrire ainsi 

en réunissant, sous 1* parenthèse, le premier terme négatif 
aiix: moitiés des deux derniers, et transformant ces termes 
commte dans l'équation (lÔ). Or, ici, la parenthèse est la 

dérivée totale^ par rapport à f, de j-t^? ou de la, vitesse 

composante u^ sans dénominateur. Ce qui donne à R et à 



f 
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ses homologues la troisième forme 

dt "^ r' ■*■ r" r, 
dlp, p' pj p,p 



«/r • r, /■' 
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§ xci. 

ÉQUATION DES FORCI 

Dans les valeurs (2) des f^., ou 

ports -|^ par les dSi ; d'où résulterj 

vdt =ds^ 
(22) |p,<if = d>„ 

Çidi = dsi. 

Or, si l'on ajoute les trois équatioi 
multipliées par celles (2a), mem 
le même ordre, on obtient défini ti\ 

( 23 ) . vdv 4- p, dvy -H p, dv^ = R rfj 4- 

car on reconnaît facilement la dis] 
mes aux courbures, additionnées a 
i' dans la première (21) , v^ dans la 
sième. 

Le premier membre de Féquatio 
l'accroissement du carré de la vites 
membre, les R,- sont les projections, 
de l'accélération totale, ou du rapf 
masse fx du mobile; les ds^ sont 
mêmes normales, de Télément dfs d« 
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donc mettre réquation (a3) sous la forme 
{ 23 bis) ' d^ = F €/(T ces (F, àtr) 

de réquation dite des forces vwes^ qui, exprimant une pro- 
priété inhérente au mouvement d'un point, ne doit con- 
server aucune trace du système particulier de coordonnées, 
dont on s'est servi pour Tétablir. Exigence identique avec 
celle qui nous a fait représenter, par des symboles indé- 
pendants, les éléments caractéristiques d'une fonction-de- 
ppipt^ oi^ses paramètres différentiels. 

S xcii. 

POTENTIEL ET FORCES D'ATTRA<TnON. 

Pour donner un exemple de Temploi des équations du 
mouvement d'un point rapporté à des coordonnées curvi- 
lignes, supposons que le paramètre p soit un potentiel, et 
que l'on connaisse les deux familles de surfaces, aux para- 
mètres |0i et jOj, conjuguées à celle des surfaces de niveau, 
et qui complètent un système orthogonal. Supposons, en 
outre, que la force, rapportée à l'unité de masse, et qui 
agit sur le mobile, ne soit autre que la réstiltante des at- 
tractions ; ou, ce qui est la même chose, que cette force soit, 
en loul ipoint de la trajectoire, perpendiculaire à la sur- 
face p qui passp en ce ppint, et égale à la valeur correspon- 
dante du paramètredifferentiel du premier ordre h (§ XVIII) . 
Alors, les composantes R, ont les valeurs 

(24) R=i=A, Ri=o, R,=±o. 

Le secoild membre de Téquation (23) se réduit au seul 
terme hds^ ou ^|0 ; on a ddnc 

(25) vdv 4- Pi dvx -H i^j dç^ zrz d û. 

On peut regarder les vitesses composantes ^i comme étant 
des fonctions des coordonnées, ne dépendant du temps i. 



sua LES COORDONNÉES CUEVILIC 

qu'implicitement, par les pi. Les dérivéi 
fonctions sont régies par le groupe suivi 

dv d»x dvi 

a p a p a p 

I dç dvx dvi 

^ ^ «pi api api 

dv dvx dvt 

«':7- 4- •'1:7- -+-«'» -7- = 

«pa «pi «p» 

déduit de Tëquation ( 25 ) . 

La dérivée die i^, par rapport au te 
ainsi 

, . dv dv ^ dv , dv , 

quand on remplace les ~ par les h, f/, ( 2 

la première (ai) : i*^ à — cette valeur ( 

bures leurs valeurs (24), § XXX 5 3° 
A (24) par le premier membre de la pre 

est égal à Tunité^ effaçant le terme -j- 

f 
dans les deux membres ; enfin, mettant 

communs, il vient 

/, dv h dhx hxdh 

\ d^x hx de h d^x 

(, dv^ Âj dh h dhi 

A-j-4-y-— p— r----P, 
d^ h dp, Aj dp 

mettant encore en facteurs, hk^ au pren 
second, et changeant Tordre des termes. 

f i dv i dh I dvi 

\h dpx A' dpi hi dp 

^ \A, dp hl dn ' Il do- 
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Or, on vqit facilement que cette équation se réduit aux 
deux premiers membres de régalité midtiple 

d- dîl d^ d- d— d^ 
h ht h^ . h hx hi 

dpi dp dp Upi dp^ dpi 

Et quand on opère de la même manière sur la seconde (21) 
(ou sur la troisième), en remplaçant Rj (ou Rj) par hi 
(ouki) y multiplié par le premier membre delà seconde (a6) 
(ou de la troisième), lequel est nul, Téquation ainsi trans- 
formée exprime que le troisième membre (26) est égal au 
premier (ou au second). 

Ainsi, le mouvement du point attiré est totalement re- 
présenté par le groupe (28), joint à Téquation (25), dont 
les (26) ne sont que des conséquences. Ou bien, représen- 
tant par k la valeur commune des trois fractions (28), et 
intégrant l'équation ('aS), on aura 



d!l dîl 
^i ai 

dpt dpi 

(29), ( -5^ - d^, = **• "■' 

h ^i LU 

dfi dp 
p'-f- pj Hr ('î = p -4- const., 

équations finales, d'une symétrie et d'une simplicité re- 
marquables. On vpit, par cet exemple, que l'introduction 
des coordonnées curvilignes, dans les questions de méca- 
nique, ne compliquerait pas nécessairement leurs formulés, 
et qu elle pourrait leur donner la synaétric qui souvent 
leur manque. 
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§ XCIII. 

TRAVAIL DE L'ATTRACTION. 

Laissant en suspens Tinterprétation et l'usage du groupe 
(28), bornons-nous à Féquation (a5), que l'on peut dé- 
montrer directement, ainsi qu'il suit. 

Soient MM' l'élément de la trajectoire décrite, M appar- 
tenant à la surface p, M' à la surface p-hdp\ Y 2= —9 la 

vitesse du mobile^ MN =:ds = -~> l'épaisseur en M de la 
couche comprise entre les deux surfaces; MJ= i, l'accé- 




lération totale 5 MT = — > sa composante tangentielle. Le 

quadrilatère NM'TJ est ihscriptible dans un cercle j on a 
donc successivement 



MT.MIVl' = MJ.MN, 

— - d(rz=zh ^» 
dt h 

VdV=zd^, 

ou enfin, Tëquation {^5). 

Intégrant la dernière équation du groupe précédent, et 
introduisant la masse p du point matériel, on a 

(3o) !^-?iJ-' = (x(p-p.) 
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(Vo étant la vitesse initiale du mobile, et p^ le paramètre 
de la surface initiale de niveau). C'est-à-dire que l'accrois- 
sement de la puissance vive est égal à la masse attirée, mul— 
tiplîée par l'accroissement du potentiel. De là résulte qu' en- 
prenant la masse (jl égale à l'unité, le potentiel, ou le para — 
mètre des surfaces de niveau, donne, par son accroisse — 
ment, le travfail de l'attraction. Propriété qui justifie Tex — 
pression de potentiel. 

Comme ses composantes i^^, la vitesse Y peut être un^ 
fonction des coordonnées, et ne pas contenir le temps eicpli^ 

citcment ; alors il en sera de même de la puissance vive ^- — • 

Or, puisque û,p = o, l'équation (3o) donne 

Aa i- = O. 

2 

C'est-à-dire que là puissance vive , exprimée comme il vient 
d'être dit, obéit à la même loi que la température y dans un 
solide à Tétat permanent. Résultat qui s.' accorde singuliè- 
rement avec les nouvelles idées sur la puissance dynamique 
de la chaleur. 

En résumé, dans la théorie de l'attraction, si la force, 
rapportée à l'Unité de masse, est le paramètre différentiel du 
premier ordre du potentiel, d'un autre côté, le potentiel, ou 
le paramètre des surfaces de niveau, exprime le travail de 
la force, quand elle agit sur un point matériel. Or, s'il 
existe des surfaces orthogonales, conjuguées à celles de ni- 
veau, leurs jparamètres pj et p^ n'expriment-ils pas d'autres 
propriétés caractéristiques du mouvement? A cette ques- 
tion, le cas particulier que nous allons traiter, parait ré- 
pondre affirmativement. 



% 
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§ XCIV. 

CAS DU POTENTIEL CYLINDRIQUI 

Des droites matérielles, parallèles et indéfii 
sur un pointr mobile, des attractions variani 
▼erse de la simple distance à chaque droite 
ineat dans un plan perpendiculaire aux droi 
pris pour celui de xy* La composante para 
l'attraction exercée, à la distance 



r=)J{x-^aY'-^(y-'bY, 



8ur le point aux coordonnées {x^y) et de 
U droite (x =5 a, J^ = i), avec l'intensité n 



m [ X — a \ 

-r\--r) 



c 
à . m log - 

c étant une ligne constante. 

Le signe |^ désignant, ici, une somme de 
lîombre est égal à celui des droites attractive 

la constante c, et les (x, y) ayant les même 
tous les termes; tandis que m, et les (/2, h) 
terme à un autre. La résultante de toutes 1 
laquelle est dirigée dans le plan des xy^ aura 
santés, parallèles aux x et aux y^ 

V — "^P 
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La fonction p (i) de (a:, y), peut être appelée le potentiel 
cylindrique. 

§ XCV. 
SON SYSTÈME ORTHOGONAL. 

L'équation (i) représente une famille de surfaces cylin- 
driques, dont |0 est le paramètre. Si l'on compose la nou- 
velle somme 

(2) S'^^'^^^^^SjE^^^P" 

pu aura une seconde famille de cylindres au paramètre pi. 
Ces deux familles de surfaces se coupent orthogonalement. 
En effet, on voit facilement que 

s (- '■'-^°)' 

qui est égal à la dérivée ( ;t^ )' l'est aussi à ( — j^ 1 ' ^^^ 



s(-».^-^') 



> 



qui est égal à la dérivée {■^j^ l'est aussi à ( ^ V î c'est-à- 
dire que Ton a 

dût dp 

dy dx 

Or ces deux relations (3) donnent d'abord 

(4) ££££.' + f!>£p'=o; 

dx dx dy dy 

et, -y--) -T-'j étant nuls, cette équation (4) exprime que les 
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plans taDgents aux cylindres p et | 

génératrice, font xin angle dièdre i 

Les mêmes relations (3) donne: 



vXiHf);=\/ 

ou bien hi = h. C'est-à-dire que 
tiels du premier ordre, des surfac 
chaque point. Ainsi, ds et dsi éta 
âux surfaces p et pi, on aura 

. dpi 

Enfin les relations (3) conduî 
aux équations 

d^p d 



e . ^? - 



dac^ dy^ 



djc'^ dy^ 

oubien (Ajp^ro, A,p, =o), ] 
n'existent pas. C'est-à-dire que le 
du second ordre, des fonctions p \ 
Pespace. Les deux familles de < 
isothermes. 

§ XCVI 

MOUVEMENT QU'IL 

Les valeurs des deux composai 
attractions, font voir aisément qi 
maie aux surfaces de niveau, doi 
p est le paramètre, et qu'elle a p( 

F =14^ 



174 X.EÇ0N8 

D'où résulte que. le paramètre différentiel du premier or- 
dre, de la fonction: .|0, donne précisément Paccélération. 
totale, lorsque le mobile, passe au point considéré. Cela, 
posé, on trouve directement les équations du mouvenien.1: 
du point attiré de la manière suivante. 

Soient : MM'=:dd l'élément de la trajectoire décrite, 

+dp^ 




le point M appartenant aux cylindres pet pi, le point M' 
aux cylindres (p -f- dp) et (pi + dp^)-^ V = — > la vitesse 

du mobile; MN = ds ^=^ -^> l'épaisseur de la couche com- 
prise entre les cylindres p et (p -f- Jp) 5 KM' =«fri == -^» 

* 

celle de la coucbe comprise entre les cylindres pi eiffii-hdp^yy 

MJ = /i, l'accélération totale; ,MT = —> sa composante 

V* 

tangentielle ; JT = — 5 sa composante normale ; R étant le 

rayon de courbure de la trajectoire d. 

Les deux triangles rectangles NMlMt', TMJ , sont sem- 
blables. On à donc . ' 



MN_NM^_MM' 



MT JT MJ 

ou bien, en substituant à toutes ces lignes leurs valeurs 
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assignées 






— 



d-où Ton conclut, par la disparition i 
commun h, 

(5) Ji) = — :rf(^=V^V = rf.- 
et aussi) £^9 étant l'angle de contingence 

(6) éfp, =-^f/(x = V»é/0. 

Telles sont les équations qui régissent l 
point matériel , exécuté dans un plan pei 
droites attractives, et que l'on déduirait 
en appliquant, au cas actuel, les formv 

Sxç. • 

. § XCVII. 

TRAVAIL DES œMPOSANTES NOî 

La relation (5) fait voir, comme au 
potentiel cylindrique p donne, par son î. 
traitait de l'attraction, ou, plus exacten 
composante tangentielle. La relation (6] 

(7) p.= rilrfa= fv'rfe, 

n'indique-t-elle pas que le paramètre ^ 
perpendiculaires à ceux de niveau, donne 
sèment, un autre genre de travail, celui < 
normale ? La valeur de ce nouveau trava 
plement définie par Tune ou par l'autre ( 
les ^7). 
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« 

§ XCVIII. 

NOUVELLES PÉFÏNITIONS. 

Cette demande, si naturellement amenée, mérite quel- 
ques réflexions. L'idée du travail des forces, créée ou rajeu- 
nie par Côrîolîs, et qui domine aujourd'hui presque ex- 
clusivement dans renseignement de la Mécanique, n'aurait 
pas atteint celte haute position, si ellç ne recelait pas une idée 
mère, Traie et naturelle. Mais, pour que son règne soit du- 
rable, il faut déduire de l'idée mère toutes ses conséquences, 
et rappliquer également sur toutes les parties de la science. 
Or, comme on va le voir, elle conduit d'abord à une défi- 
nition de la masse, de beaucoup préférable à celle que 1 on 
donne habituellement, et signale ensuite un nouveau genre 
de travail que Ton ne définit pas. 

. L'idée de travail est inséparable de celle d'une résistance 
vaincue. Lorsqu'une force fait décrire une trajectoire cur- 
viligne à un point matériel, son travail consiste à vaincre 
la résistance que ce point oppose aux modifications de son 
mouvement* C'est cette résistance qu'on appelleybrce^iV- 
nenie, 

La composante tangentielle de la force, ou fx — 9 sur* 

monte la résistance que le point oppose à l'accroissement de 

sa vitesse. La composante normale de la force, bu fi =7» 

surmonte la résistance que le point oppose au changement 
de direction de son mouvement. 

D'après cela, la force d'inertie a une composante tangén- 

^V 
tielle égale à fi — 5 dirigée en sens contraire de la vitesse^ 

et une composante normale égale à (x--) dirigée du côté op- 
posé au centre de courbure. On doit donc dire, avec Du-r 
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hamel, que la force centrifuge est la composante normale 
de la force d^ inertie. 

Dans le ca& du mouvement rectilîgne varié, la force d'i- 
nertie I se réduit à 

(/ représentant, comme au /§ LXXXIV, Taccelération to-, 
taie). D*où résulte que |jl, ou la masse, est la puissance 
ou le coefficient de la résistance du point matériel* Défi- 
nition qui a de l'analogie aviec celle du coefficient d'élas- 
ticité. 

Dans le cas du mouvement curviligne, la force totale sur- 
monte deux résistances partielles, ou exécute deux travaux 
différents, iVn par sa composante tangentielle, l'autre par 
sa composante normale. Pourquoi ne définit-on que le pre- 
mier et p^s le second ? Il y a là une véritable lacune, quelque 
chose d'incomplet, que la théorie du potentiel cylindrique 
signale bien clairement. 

Lorsqu'on y réfléchit, on reconnaît qu'en introduisant 
dans la E^amique le travail des composantes normales^ 
on obtiendrait ime ou plusieurs équations qui, jointes à 
celle des forces vives ou du travail des composantes tangen- 
tielles, comprendraient toutes les lois du mouvement. Ce 
qui établirait une liaison générale entre toutes les parties 
du nouvel enseignement. Alors, Ife travail par rotation, si 
fréquemment employé dans la théorie des machines^ ne 
serait plus qu'un cas particulier de la définition générale et 
complète du travail. Tandis qu'il reste tout à fait en dehors 
de la définition restreinte adoptée, puisque, comme pre- 
mière conséquence de cette dernière, le travail d'une force 
est nul, quand elle sollicite un mobile perpendiculairement 
à la direction de son mouvement. Corollaire qui est exact, 
quaûd la composante tangentielle garde, pour elle seule, le 
mot de travail; mais, qui devient absurde en présence de 

12 
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ridée du travail réellement exécuté par chacune des deii.' 
composantes, normale et tangentielle. 

Les paramètres actuels peip^ sotit réellement deux /lo 
tentiels distincts et conjugués : car ils donnent, Fun 1 
travail de la composante tangentielle, l'autre celui de 1 
composante normale, et Tidentité de leurs rôles entrain 
celle de leurs dénominations. On reproduit en quelque sort 
leurs expressions caractéristiques (i) et (2), en appelant y 
le potentiel cylindrique linéaire , et pi le potentiel cylin- 
drique angulaire. 
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ONZIÈME LEÇON. 

SYSTÈMES CYLINDRIQUES ISOTHERMES. 

(tèines oylindiiqueft isothermes. — Problème de l'équilibre des tempéra- 
tares dans un solide cylindrique indéfini. — Équation d'un rectangle 
curviligne. — Généralité des systèmes cylindriques isothermes. 



§ XCIX. 
LEURS PARAMÈTRES THEIÛIOMÉTRIQUES. 

D'après le § XCV les deux familles de cylindres re- 
résentëès par les équations 



jp =SGlogJ=«, 
|p.=SGarcUnff-^ = p, 



mt orthogonales ; leurs paramètres diflerentiels du pre- 
lier ordre sont égaux (A, = h) -, ceux du second ordre sont 
uls (A, a ;= o, Atj3 = o).*Et, si l'on ajoute la famille de 
Uns parallèles, définie parles équations 

pj = a, ^2=1, ^,2 = 0, 

n complète un système cylindrique, triplement isotherme, 
ur lequel on peut résoudre, intégralement, une des ques- 
ions de la théorie analytique de la chaleur, sans qu'il 
oit nécessaire de particulariser les potentiels (i), de limi- 
er le nombre de leurs termes, ni d'assigner leurs con- 
tantes. 

11». 
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PROBLÈME DE LEURS TEMPÉRATURES STATIONN AIRES. 

Un corps solide homogène est limité latéralement^ par 
deux cylindres de la première famille (i), anx paramètres 
a', a'', et par deux cylindres de la seconde famille,aux para- 
mètres (3', (3"*, il s'étend indéfiniment dans le sens des z^ 
Chaque génératrice de la surface latérale est entretenue, 
sur toute sa longueur, à une température fixe et donnée, 
qui dîfiGère d*une génératrice à une autre. Le solide est en 
équilibre de chaleur, il s'agit de trouTer la loi intégrale 
qui régit les températures stationnaires V, des points in- 
térieurs. 

Il est évident que V doit être indépendant de z^ ou ne 
varier qu'avec a .et /3. Or, une fonction-de-point V étant 
exprimée à F aide des trois coordonnées thermométriques 
(a, P, z), son paramètre différentiel du second ordre a là 
forme 

(§XXII); l'équation générale AjV= o, se réduit donc, 

dans le cas actuel, à 

, , d^\ d'Y 

• •» 

puisque la dérivée seconde en z est nulle partout. 

Il s'agit de déterminer une fonction V de (a, P) vérifiant 
l'équation (2), qui se réduise successivement à deux foncy 
lions données de j3, quand a=a', quand a = a^'^, et k 
deux fonctions aussi données de a, quand /3 = j3', quand 
j3 = (3''' ; de telle sorte que les quatre équations à la sur^ 
face 

jV„,=A'.(p). V.. = A"(P), 
(3) JV^, =B'(«), V^, = B"(«), 
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soient satisfaites. (Les accents des A^J\ WJ\ indiquent ici 
des fonctions différentes, et non des dérivées.) Dans les 
fonctions A^-'^, ]3 ne varie qu'entre jS' et (3"^ dans les fonc- 
tions B(^), a ne varie qu'entre a' et a''. 

Le problème d'analyse qui vient d'être énoncé, se résout 
ainsi qu*il suit. On prend d'abord pour la fonction Y u|ie 
série de la forme 

V=SmFF.; 

chaque terme vérifiant séparément l'équation (â), et étant 
le produit de trois facteurs, savoir : d'une constante indé- 
terminée M, d'une fonction F de a seul, d'une fonction Fi 
de |3 seul. On imagine ensuite que la série totale V soit 
décomposée en quatre séries partielles, chacune d'elles se 
réduisant à céro sur trois des faces latérales, et reprodui- 
sant la fonction A^J^ ou B^'\ correspondante à la quatrième 
de ces faces. Il suffit alors de savoir comment doit se com- 
poser une quelconque de ces séries partielles^ pour que 
Ton puisse en conclure les trois autres, et par suite la sé- 
rie totale. 

S CL 
SOLUTION PARTIELLE. 

Celle des séries partielles qui doit reproduire la fonction, 
A'(|3), résoudrait à elle seule le problème proposé, si les 
équations à la surface étaient particulièrement 

^*' (V^.=o, V^. = o. 

Or, si l'on convient de représenter par les symboles E(«), 
^(s), les cosinus et sinus hyperboliques de la variable e*, 
c'est-à-dire, si l'on pose 

(5) îl±lIl = E(.), flrlll = £(,), 
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on reconnait sans peine que la sérié partielle dont il s'agit, , 
doit être de la forme 



1 = I 



où n remplace, pour simplifier, la fraction 

f \ in 

(7) Q//_p/ ==^> 

i étant un nombre entier quelconque, qui diiffère d'un terfne 
à un autre. 

En effet, d'après Ips propriétés connues des fonctions C 
et sinus, chaque terme simple de (6) vérifie l'équation (i), 
et s'annule, pour /3 = (3' par sîn o = o, pour j3 = |3" par 
sin ît: = o, pour a. = a." par'C (o) = o. Âinsi« là série (6) 
vérifie l'équation linéaire aux différences partielles (st), et 
satisfait aux trois dernières équations à la surface (4). 
Pour qu'elle satisfasse à la première, ou qu'elle reproduise 
la fonction A' ((3) lorsque a = a', il faut que l'on ail iden- 
tiquement . 



I =00 



(8) ^^imn(^-^')=:A'{^), 



i=i 



quand j3 varie entre les deux limites infranchissables jS' et 
(3 ''. Il ne s'agit plus alors que de déterminer la valeur que 
le facteur constant M doit avoir dans chaque terme du 
premier membre (8). A cet effet, oq fait lisage du théo- 
rème suivant. 

Si i, i', sont des nombres entiers différents, et », »', 
les deux fractions (7) correspondantes, on a identique- 
ment 

(9) r sin./.(p-f').sin«'(p-p')rfp = o: 
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:;ar, T intégrale indéfinie de Télément difTérentiel du pre- 
nier membre, laquelle est 

»e réduit à zéro, à la limite ^ = |3 ', par sin = 0, et à la 
imite /3 = j3'' par sin (/' qz i ) tt = o. En outre, si |î' = n, 
La seconde fraction (10) s'annule encore aux deux limites, 
mais la première fraction, qui se réduit à \{^ — ]3'), ne 
»' annule qu'à la première limite, et devient }(P" — |3') à 
la seconde j ce qui donne, au lieu de (9), l'int^rale dé- 
finie 



(il) f sin>fi{p-p')€fp=il — ÎL 



Maintenant, le coefficient M du terme de la série (8) 
cpiî correspond à l'entier /, s'obtient, en multipliant Fiden- 
tîlé (8) par le facteur sinn(j3 — 13') J[3, et intégrant les 
deux membres, depuis [3 = j3', jusqu'à (3 = (3^. Car, cette 
dernière opération fait disparaître tous les autres termes, 
d'après le théorème (g)^ et l'on a définitivement 



<'^) ^=yzrp'J, A'(p)sin/i(p-p')rfp, 



à l'aide de la valeur (11). On pourrait vérifier, par les 
méthodes exposées dans le cours à^ Algèbre supérieure^ ou 
par celles que l'on doit à M. Dirichlet, qu'avec la valeur 
générale (12) du coefficient M, la série périodique, qui 
compose le premier membre de l'équation (8), reproduit 
exactement lés valeurs données au second, entre les limites 
P' et ^" de la variable jS, D'où résulte, qu'avec cette même 
valeur (la), la série (6) donne la solution du problème 
proposé, quand les équations à la surface sont celles du 
groupe (4). 
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§ CIL 

SOLUTION œMPLÈTE; 

Il est facile de former la série totale V, qui résout le 
même problème dans le cas, plus complet, du groupe (3). 
Si, /n représentant la nouvelle fraction 

a — OL 

on désigne les quatre valeurs générales, du coefficient M, 
parles lettresXW), ^U) • ou, si Ton pose 

A(/)(p,)sin«(p-p')rfp=^0), 
— -f B(»fa)sin/»(a — a')rfa = DÎ,(/), 

«"—«'Je.' . •; 

\ 
■ • ' ' f ' * 

l'accent (;) ét^nt successivement (') et ("\^ la valeur géné- 
rale de la fonction V cherchée, est 



i = oc 






. » ^ I 
(.5) 



1 = 00 



2é £lW8"-6'n "° ^* ' 



[«(?"-?')] 



<= I 



On constate aisément que cette série totale (i5) satisfait, 
à toutes lés conditions imposées : chaque terme vérifiant 
séparément réquation aux différences partielles (2), qui 
est linéaire, la somme de tous les termes vérifie la même 
équjation, quels que soient d'ailleurs les facteurs constants 
qui multiplient ces termes. En outre, les quatre équations 
à la surfajL^e (3) sont reproduites : car s'il s'agit, par exem- 
ple, de la dernière de ces équations, lorsqu^on fait, 
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dans (i5) |3 = (3", tous les termes de la première ligile 
s'aiinuleut par sin/Tr ±=0^ à la seconde ligne, les termes 
aux intégrales il\>' disparaissent par C(o) =0, et dans ceux 
aux intégrales '\S^"j qui restent seuls, la fonction ^ de chaque 
numérateur devient égale au! dénominateur correspondant; 
4>n a donc définitivement, en réduisant, 

Yqm = 51 '^•*" sin ^ ( a — a' )• 

Et, avec la valeur générale (i4) du coefficient ifc'', le se- 
cond membre reproduit exactement la fonction donnée 
B^(a), entre les limites a' et a'' de la variable a. On re- 
connaît successivement, et de la ipiéme manière, que la sé- 
rie totale V(i5) satisfait aux autres équations à la sur- 
face (3). 

§ em. 

CAS DES TEMPÉRATURES CONSTANTES. 

Considérons le cas particulier où chacune des qusttre 
faces latérales est entretenue à une même température fixe 
clans toute son étendue, mais différente d'une face à une 
autre. Les A^-'^, B(^^, sont alors des constantes, et sortent 
en dehors du signe d'intégration dans lès formules (14)5 
or on trouve directement 

I sin/?(^ — P')=:-(l — C0Sl7r)i 

intégrale définie qui est nulle quand l'entier i est pair, ou 
^gal à à A: 5 et qui se réduit à 

cjuând i est impair, ou égal à 2k -h i- Ainsi les JicO) (14)7 
^tde même les iHj^-'^, sont nuls pour les termes do la série 
totale (i5) où l'entier 1 est pair, et pour les termes où i est 
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impair, on a 

4 A(>) 



{lOl ■ . l , . . . 

r . TT 2 A- -+- I 

D'après cela, n et m représentant maintenant les deux 
fractions 

la fonction V, dans le cas actuel où chaque face' latérale a 
une même température fixe sur toute son étendue^ sera 
donnée par la nouvelle série 



k = 



00 



A'C[/2(a''— «)]4-A"C[/2(a— g^)] sin/»(p>-y) 



2à' C[«(a"— a')] 2X-+I 



^' A = 



00 



^ B'C[m(^"—^)] +.h'C[m(^-p')] sin<a?f«— a') 
A = o 

dans laquelle les A^J^^B^J'>^ sont des températures con- 
stantes et données. Il suffira de se rappeler que la série clas- 
sique 

sin(2A--|- ï)u 



(■9) ' 2 



2A -f- 1 



. TT 



est égale à j j quand on donne à u des valeurs comprises 

entre zéro et ??, pour vérifier inunédiatement que la fonc- 
tion V (i8) reproduit les quatre températures fixes delà 
surface latérale. 

§ CIV. 

ÉQUATION D'UN VOLUME CYLINDRIQUE. 
La formule (i8), ainsi vérifiée, conduit à un théorème 
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d^analyse reoiarquable. Si les quatre tcMnpér 
B^'), sont toutes ^ales entre elles, il est ëv 
température stationnaire V, de tout point in 
être égale à Tunique température fixe de tout< 
il faut donc que Téquation (i8) soit une ide 
on supprimera les cinq facteurs A', A'^ IV, J 
nus tous égaux. Si l'on remarque que les sinii 
hyperboliques C et E vérifient les formules 

ew-..«=.e(«4*)E(l:iJ 



'<')=''(;>(î 



aussi bien que les sinus et cosinus ordinain 
facilement Fidentité dont il s'agit, sous la form 



2 



^K«-^)]sin«{p-p' 



En 



a 



// 



2^-t- I 



(20) 



2 



1 



L \*^ 2 /Jsinw(a — 

où.m etn ont les valeurs générales (17). 

A Taide de formules empruntées à Legein 
vient à constater que la somme des deux pre 

est constamment égale à j^ quand on donne k 

quelconque, comprise entre a' et a'', à j3 uniî 
conque comprise entre /3' et |3''. Mais les d( 
dé (20) ne sont plus égaux quand a ou /3, ou c 
de leurs limites, car le premier membre devi 
fini, par suite de la divergence des deux série 
d'elles. 

Ainsi, Téqualion (20) est vérifiée par le? 
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(a, 1^) de tout point situé à l'intérieur du corps proposé, et 
noijL par celles d'un point extérieur. C'est donc, en réalité, 
l'équation du volume compris entre les quatre cylindres 
aux paramètres (a', a'',jS', ]3"). Cette équation embrasse 
même tous les points situés sur la surface q^i limité ce 
voluipe ; mais à l'exception de ceux qui appartiennent à 
deux faces. 

s. 

En effet, pour a=::a^J^, ou pour ]3 = |3^^^ seulement, 
tous les termes de l'une des séries (20) s'annulent; et, dans 
la série qui reste, la fonction E de chaque numérateur de- 
vient égale au dénominateur correspondant; en sorte que 
le premier membre, se réduisant à une jsérie (19), est iden- 
tiquement égal au second. Taudis que, pour a=;=(x^-'^ et 
fi^=^U) à la fois, les deux séries s'annulent, et l'équa- 
tion (20) n'est plus vérifiée. 

En un mot, l'équation (ao) représente le volume cylin- 
drique du corps proposé, surface latérale comprise, mais 
moins les arêtes. Ou bien, en restant sur le plan d'une des 
sections droites du volume cylindrique, l'équation (aa) 
représente la surface plane du rectangle curviligne compris 
entre les directrices (a', a^', j3', j3''), les côtés compris, mais 
moins les commets. 

§ cv. 

TEMPÉRATDRE DES CYLINDRES ISOTHERMES. 

Ajoutons aux deux solutions, l'une générale, l'autre par- 
ticulière, donnée par les séries (i5) et (18), la solution, 
beaucoup plus simple, du problème relatif aux (enveloppes 
limitées par des parois isothermes. Lorsque ces parois sont 
deux cylindres d'une même famille (i) aux paramètres a! 
et a'', ou [5' et j3", entretenus, l'un à la température prise 
pour unité, l'autre à zéro, les températures stationnaires V 
des points intérieurs de l'enveloppe sont données par la 
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fraction 



a — a 



(-•) v==^„ ou v=|;-i, 

cjui vérifie Téquation gënéi^ale A,V = o, et reproduit, en 
outre ) les deux équations à la Surface. 

L^état calorifique étant le même, pour toutes les section» 
perpendiculaires aux arêtes du système cylindrique, on peut 
restreindre l'énoncé des lois au plan d'une des sections, et 
considérer les équations (i) comme représentant deux fa- 
milles de courbes, orthogonales et isothermes, toutes situées 
dans ce plan. La formule (ai) donne alors les températures 
des courbes d'une même famille, lorsque deux d'entre elles 
sont entretenues, l'une à zéro, l'autre à une températut^ 
fixe prise pour unité. Les courbes de cette première fa- 
mille, devenues effectivement isothermes, sont coupées ôr- 
thogonalement par celles de la seconde famille, qui figu- 
rent, en quelque sorte, des Jilets de chaleur^ puisque la 
chaleur s'écoule, sur chacune d'elles, de la source chaude 
à la source froide, sans se détourner latéralement : le flu^ 
calorifique étant nul entre molécules qUi ont même tempé^ 
rature. Ainsi lorsque les courbes a (i) deviennent effecti- 
vement isothermes, les courbes (3 sont des filets de chaleur, 
et inversement. 

§ cvi. 

CYLINDRES A BASE CmCULAÙlE. 

Les trois solutions (i5), (18), (21), et l'équation (20) 
représentant un volume, sont applicables à tous les sys- 
tèmes dé potentiels cylindriques, compris dans les équa- 
tions primitives (1). Le plus simple de tous est le système 
des coordoEjiées polaires planes, dont les paramètres ther* 
mométriques sont 

Kl X^ I I v' f 

a=log-: ^ = log-^ 

c ° c 

Y 

B = arc tang-5 

X 
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équations qui conduisent aux formules de transformation 

y = ce^ sin p , 

et à la valeur commune des paramètres différentiels du pre- 
mier ordre, laquelle est 

Lorsqu'il s'agit d'une enveloppe indéfinie, limitée par 
deux cylindres droits concentriques, aux paramètres d et 
a'', ou de rayons, r' et /*'', la paroi intérieure ayant la tem- 
pérature prise pour unité, et la paroi extérieure étant à 
zéro, V s'exprime par la. première fraction (21), ou par 
celle-ci 



r" 



v = — 



r" 



lûgp 

Lorsqu'il. s' agit d'un solide indéfini, compris entre deux 
cylindres (a', a"), et deux plans méridiens (jS', |3''), c'est-à- 
dire ayant pour section droite un secteur circulaire trcm-. 
que: si l'on connaît les températures fixes^ données 411X 
génératrices des faces latérales, la formule (i5), ou (r8), 
donnera la loi intégrale des températures stàtiounaires des 
points intérieurs; et l'équation (20) représentera le volume 
dé ce corps cylindrique, ou simplement le secteur tronqué 
qui en forme la base. 

Si l'on préfère employer la coordonnée r,.^ au tieu du 
paramètre thermométrique a, on prendra 

iv (2/--|-i)ir 

m == ^ , ou W = 7;^^ y 

log ^ log ^ 

et l'on remplacera les C et les.E des na^J\ par des puis- 
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sances des rayons /'^■'^ : par exemple, dans la première sé^» 
rie (20), au lieu du rapport de deux fonctions E, on ^ura 
l'expression 



n n 



i^y-m 



n n 

2 



(?)"-(^) 



et l'exposant -ï qui a pour valeur numérique la fraction 

sera entier, si Tangle {P^" — j3') est une partie aliquote de 

Tansle droit, ou de — 

On remarquera que cet abandon de la coordonnée ther- 
mométrique a, pour lui substituer le rayon r, enlève sa 
forme générale à la valeur (i5), et fait disparaître toute 
symétrie entre les deux séries partielles de chacune des deux 
fonctions y (i5) et (i8). S'il s'agissait d'établirles formules 
ainsi transformées, directement ou en partant du rayon r, 
le défaut de généralité, et le manque de symétrie, compli- 
queraient singulièrement la recherche de ces solutÎQns spé- 
ciales. 

§ CVII. 

GÉNÉRALITÉ DES CYLINDRES ISOTHERMES. 

Nous considérerons, dans les prochaines leçons, d'autres 
systèmes empruntés aux formules primitives (i)., afin d étu- 
dier de près tout ce qui concerne les /signes et les limites des 
paramètres thermométriques. Mais, avant d'entreprendre 
cette étude, il importe de faire bien comprr^dre que les 
solutions, exposées dans cette leçon, embr? ^seni tous les 



J dx 


do, 

■dr' 




dtt. 
dx 
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systèmes de cylindt*es conjugués^ dont les paramètres (a, /3)) 
indépendants de r, vérifient les deux équations 



(m) 



desquelles résultent toutes les conditions essentielles à ces 
applications. Savoir : i° FortliogonaHté des deux familles de 
cylindres, par l'identité 

da d^ doL d^ 
L -^ —il ss: o • 

dx dx djr dy ' 

2° leur isothermie, puisque la différentiation donne 

(20) 1 =0, — -A =-^ = 0; 

^ r dx^ ^ dr' ' dx^ dj^ ' 

3**. enfin l'égalité des deux paramètres difl^érentiels du. pre- 
mier ordre, car on a 

: v/(3)^3y=^^^;(|)^, 

En Idéalité, le groupe (i) est une forme donnée aux inté- 
grales des équations aux différences partielles (22), mais 
ce p' est pas la seule. Avec deux fonctions déterminées 
(a, ^) 9 vérifiant les équations (22), on compose, deux 
autres fonctions (P, Q), jouissant de la même propriété, 
en posant 

î f\ lP = log>|/, 

{24) Y 

|Q = arctangï, 
ou ^ eçt la valeur commune dés deUJc radicaux 

.(25) ^ J_JL-__ =4, 



m^p 
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et l 'la valeur dommune des deux fractions 

^ . dp da. 

/ /%> dx dy 

dx dy 

En effet, outre les identités (a5) et (aâ), le^ équa- 
tions (aa), jointes à leurs corollaires (a3), établissent 
celles-ci 



dad'P d^d^oL d^d'^ doid^OL 



i^l) 



dx dx* dx dx^ djr dy* fij dy* 

dad^p dp^d^a dpd*p doLd^a. 

dy dy* dy dy* dxcUc* dx dx* 



car, en substituant dans les numérateurs des premiers 
membres, à chaque dérivée première sa valeur déduite du 
groupe (21), à chaque dérivée seconde sa valeur déduke 
du groupe (^^)7 ^^ obtient les seconds membres. Or, dia- 
prés les équations posées (^4)9 et les valeurs (a5) et (26), 
ces identités ( 27 ) peuvent s'écrire ainsi 

dx dy 

dy dx ' 

dpnc les fonctions P et Q (24) vérifient les équations aux 
différences partielles (22). 

Ces équations linéaires seront conséquémment vérifiées 
par les séries 

f Q = VJ ff arc tang Ç, 

•i3 
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OÙ les (^, ^) diffèrent, dW terme à l'autre, parles (oL^p"^ 
qui Içs composent. .Si les (a, (3) sont empruntés ais^ 
groupe (i), on aura, dans le groupe (29), une secondes 
forme d'intégrales. On en déduirait une troisième de la^. 
même manière. 

La forme intégrale la plus concise est donnée par J'é — 
quation 



(36) p.+..aV— I =Y{x-\-x^f^), 

où F indique une fonction quelconque du binôme 



car ridentité 



a y ax 



exprimée à Taide des fonctions réelles (ot, (3), devient . 
,_ , «/S d(x. /— ^ d^ ^P'r — 

et reproduit essentiellement les relations (22). 

* • \ • ■• 

§ CVllI. 

. CYLINDRES HOMOFOCAUX. 

Par exemple, la forme .(3o) conduit très*simplement au 
système des cylindres homofocaux du second ordre, lors- 
qu'on pose • 

B -h a V — I = arc sm ^—^ ; 

ç 

équation d'où l'on déduit : 1° à laide d'une extension tri- 
genométri que connue, la relation inverse 

X -h J >/^ = c[E (a) sin p -|- V'^ C (a) côs p] ; 



k 



• 
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2° par séparation, les valeurs 

(i32) j J? = cE(«)smp, 

I j=:cC(a}cosp; 

3*^ par réliminatîon successive de a et de j3, les équations 
des cylindres conjugués 



xr 



t33) J^'H ^'W ' 

sin'p cos'p ^ ^ 
4® enfin, par l'introduction des axes 

634) !'^^:^=''! d'où ^ç(«)=n(^ei' . 

les mêmes équations présentées sous la forme habituelle et 
caractéristique 

(35) )^ i"-' 



== I. 



On peut donc appliquer les solutions (i5), (iS), (20), 
(21), aux corps limités par des cylindres elliptiques et hy- 
perboliques homofocaux, en se servant essentiellement des 
paramètres thermomélriques (a, j3), qu'expriment les in- 
tégrales 

En général, s'il suffit de constater la vérification des équa- 
tions (22), pour en conclure que les cylindres conjugués sont 

i3. 
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orthogonaux, et que leurs paramètres différentiels du pre- 
mier ordre sont égaux, réciproquement, de cette égalité et 
de cette orthogonalité reconnues, on peut conclure la véri- 
fication. 

En effet, les deux équations 

da. d^ doL dp _ 
fiy dy dx d.r 

ayant lieu, par hypothèse, on peut les mettre sous la 
forme 

/^yj /^y___ /dj.y_ /d^y \ 

\dy) \dy)-\dx) \dx)' 

dp doL __ doi r/p 
dy dy dx dx 



et, ajoutant à la première, la. seconde multipliée par 2 v^ — i , 
on a 



le 

dy 



dot. I \2 7 da. dp j \2 



d'où Ton déduit, en extrayant la racine, soit Téquation (3i), 
puis le groupe (22), soit cette éq^ation, puis ce groupe 
avec a en place de |3 et réciproquement, ce qui ne change 
rien à la conclusion. La vérification ayant lieu^ les équa- 
tions ( 23) n'en sont que des conséquences. 

Donc, quand on a reconnu que deux familles de cylin- 
dres, aux paramètres a, (3, se coupent à angles droits, et 
que leurs paramètres différentiels du preniier ordre sont 
égaux, on peut en conclure : que ces deux familles sont iso- 
thermes, que a, (3, sont précisément leurs paramètres ther- 
mométriques, et qu'on peut leur appliquer les solutions 
générales, exposées dans cette leçon. 

Par exemple : on a posé, dès T abord, les deux équa- 
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lions (35), représentant des ellipses el du 
mêmes foyers F et F'. Ces deux familles s( 
puisque, des deux courbes conjuguées qi 
point M, Tune a pour normale, et l'auti 
la bissectrice de F angle FMF^ Par des ra 
et d'homogénéité, on cherche des parara 
que les deux axes de chaque courbe, qui < 
tance, aient ^%s expressions homologues, 
tien de l'une à l'autre. Ce qui conduit : i° 
écrites inversement; a° aux équations trj 
3^ enfin aux formules (32), lesquelles do: 



1— /i\' ('^\ — 



OU bien A I = ft. Et l'on peut appliquer, i 
trois conclusions de Tarticle précédent. 

Les diverses formes, trouvées au § CV 
grales générales des équations (aa) donnen 
grales particulières, qui ne sont pas né< 
tinctes. On pourrait même démontrer que 
rentrent dans celle qui passe par les imagii 
nous adoptons exclusivement la forme p 
étant née de la considération des potent: 
semble mieux appropriée que toute autre, 
nomènes naturels. Il y a même de fortes 
que cette forme recèle toute la théorie r 
courants électriques. Quoi qu'il en soit, 
lindriques pourront donner lieu à des n 
tantes-, si Ton en juge par les travaux d'ui 
M. Haton , qui a su tirer, de ce sujet à pe 
généralisations très-remarquables, au po 
géomélri<î. 
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Quant à nous, qui n'avons d'aulre but, dans les leçons 
actuelles, que de bien faire connaître un nouvel instru- 
ment, celui des coordonnées curvilignes, nous devons nous 
borner aux questions de la théorie analytique de la cbaleur, 
dont les solutions sont numériquement applicables à tous 
les systèmes cylindriques isothermes. Or, chacune de ces 
applications exige Tétude préalable des signes et des limites^ 
qu41 convient de donner aux paramètres thermométriques 
du système considéré, suivant la question que Ton traite. 
Il importe donc d'indiquer comment peut être dirigée cette 
étude, en prenant pour exemples, ou pour cadres, les sys- 
tèmes cylindriques isothermes les plus simples, après celui 
des coordonnées polaires. Tel sera l'objet des deux leçons 
qui vont suivre. 
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DOUZIÈME LEÇON. 

à 

SYSTÈME CYLINDRIQUE BI-CIRCULAIRE. 

Système cylindrique bi-«irculaire. — Ses pûramètres thcrmométriques. tt- 
Détermination graphique de ses surfaces isothermes et 4e ses filets de cha- 
leur. — Températures stationnaires dans les cylindres et les prismes cur- 
vilignes formés par ce système. 



§ CIX. 

SES DEUX FAMILLES. 

Le système de potentiels cylindriques et conjugues, dont 
les paramètres thermométriqnes sont 

i„„ \/(^+p)'-^.r' 

a =r log ■ y 

* • 1 • 

Y y 
p = arc tang arc tanç r- ? 

est compris dans les valeurs générales (i), § XCIX, Chaque 
poten^el est alors réduit à deux termes, dont. les coeffi- 
cients sont égaux à l'ttnité^ et de signes contraires. Lejpre- 
mier potentiel indiqué deux droites, l'une attractive, Tau-' ' 
ire répulsive 5 Forigine des {x^ j) est au naîlieu de la 
distance 2 c qui sépare ces deux droites. 

Passant du logarithme, exprimé par la première (i), au 
nombre correspondant, et adaptant la notation des E, 
t, (5) § CI; évaluant la tangente de Fanglé (3, différence 
de deux angles dont les tangentes sont exprimées en ^07, j) 5 
on arrive facilement aux équations 

E(a) * - ' 

2 • \ 






sin 1^ 
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* qui définissent très-simplement les deux familles de cyKn- 
dres isothermes dont il s'agît. 

Fig. I. 




Soient,- sur le plan des oy, C la trace de là droite attrac- 
tive, C celle de la droite répulsive, M un point quelconque. 
La première (a) représente le cercle, lieu géométrique des 
points M, tels que le rapport (e*) des rayons vecteurs, ou 

MC : MC, est constant. La seconde (2) représente un 

segment capable construit sur CC, c'est-à-dire le cercle, 
lieu géométrique des points M tels que Tangle (j3) des 

rayons vecteurs, ou CMC', est constant. Lés cylindres (2) . 
sont donc tous à bases circulaires, mais excentriques. 

On obtient sans peine les valeurs des (x^y) en fonction 
des coordonnées thermométriques (a, ^). Retranchant I& 
seconde (2) de la première, et supprimant le facteur com- 
mun 2c, on a 



(^) 






ajoutant^ au contraire, les équations (2), divisant par 2, 
et rei^plaçant le facteur c du second membre par sa va- 
leur (3), il vient 



(4) 



X 






ou bien, réduisant, à l'aide des relations homologues qui 
. lient les sinus et cosinus, soit ordinaires, soit hyperboli- 






SUR LES COOaobNNÉES CURVILIGNES, ETC. 201 

ques, puis extrayant la racine carrée 



(5) 



X Y 



Enfin, les deux équations (3) et (5), du premier degré en 
(j:,j^), donnent par élimination % 

'' E(a) — cosB ' 

(6) ■ « 

csinp 

" ""E(a} — cosp' . 

pour les formules de transformations cherchées. Il en ré- 
sulte que X s'annule et change de signe avec a, y avec (3. 
La suppression du double signe, lors de F extraction de la 
racine carrée, n'a fait qu'assigner le sens des x ou desj^ po- 
sitifs. 

* ■ • . ■ • •' 

Les paramètres a et /3 ayant été respectivement substi- 
tués ii ceux jO et jpi, les équations (2), mises sous la forme 

représentent les deux arcs ou lignes de courbure Si et .( 
du système orthogonal actuel, et donnent immédiatement, 
pour les deux seules courbures qui ne soient pas nulles, 

r' c 

I sinp 
r, c 

Or, ici, les deux paramètres différentiels du premier ordre. 
^1 et h, doivent être égaux (§ XCV) j les formules généra- 
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les^(24), du § XXX, donneront donc les dérivées * 

dh _ C[aL) 
da' c 
dh sin p . 

», . • 

' elTon en dédaira, par intégration, 

(8) . h,=:h=: ^ ' ^ ■ ^-4-7» 

y étant une constante absolue, qui reste à déterminer. 

SES PARAMÈTRES THERMOMÉTRIQUES. 

Le paramètre a (i) a pour. valein:s extrêmes, l'infini né- 
gatif sur. la droite répulsive dont la trace est C, et l'infini 
positif sur la droite attractive dont la trace est C^ il çst 
égal à zéro sur le plan des yz^ dont tous les points sont 
également distants de ce» deux droites. Ainsi là famille des 
cylindres a commence eifinit. par de simples droites 5 elle 
comprend un plan, qui la partage en deux suites, égales et 
symétriques, Tune, des cylindres dont le paramètre est né- 
gatif et qui entourent là droite répulsive, l'autre, des cylin- 
dres dont le paramètre est positif et qui entourent la droite 
attractive. 

Le paramètre (3 (i) étend ses valeurs ei^tre zéro et a7r. 




K+P' 
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Le cercle, représenté par la seconde équation ( 7 
réellement \es bases de deux cylindres, aux p 
et TT-l-p, puisqu'il se partage entre les segmei 
de ces deux angles. C'est-à-diré que toute su 
drique, définie par une valeur déterminée du p 
a pour limites infranchissables les deux droites 
lestra<iessontC'etC. 

Lare Qu la ligne de courbure ^j, qui corres 

valeur déterminée de a, comprend tout le cercle 

par la première équation (7)-, et la coordonné 

entre les deux limites o. et 12 tt. Mais Tare j, 

pond à une valeur, déterminée de (3,' ne comprc 

des segments capables représenté par la secon 

pour extrémités infranchissables les traces C 

coordonnée a y varie de — 00 à -|- 00 . L'arc s. 

daut à |3 = o ou à j3 = 27:, se compose des deui 

axe des x, situées en deçà de C ' et au delà de 

correspondant à (3 = tt, sei réduit à la droite ÇC 

Le paramètre (3, n'entrant dans les équations 

^e par son sinus et son cosinus, s'il est augn 

'^inué d'un multiple quelconque de 271, il défin 

'é même cylindre. D'après cela, ce paramètre 

^'onsidéré comme ayant ses valeurs comprises 

^t -f- TT. Alors, la partie CC de Taxe des x ce 
P = dt TT, et tout le reste à (3 = o. Les formu 
Nuisent d'ailleurs à la même conséquence : ca 
*^ant le côté des a positifs, si j3 est zéro, on a 



. . -^ ' E(a) — I V E(a.' " 

4'après la relation {<^* = E*— ij, tandis que : 
à H- TT, ou à — TT, on a 



= 0, .r = r ^ — ■ — = f 1 / I , ■ 



)■+ 
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d'où résulte clairement que x surpasse c dans le premier 
cas, et qu'il lui es^ inférieur dans le/sécond. 

§ CXI. 

SON PÀÎIAMÈTRE DIFFÉRENTIEL. 

Ainsi, le milieu O de la distance CC, ou l'origine des 
(a:, y), a pour équations 

a==: o, p =r TT. 

En ce point, l'arp s est rectiligne, et son élément ds se 

réduit à la valeur infiniment petite de x- (6), qui est c —7- 

■ . ■ ' - ■^ 

On a donc, en O, - 

doi 2 

ds c 

Autrement : il résulte des valeurs données aux constantes 
G, dans le potentiel cylindrique linéaire a (i), que l'attrac- 
tion et la répulsion, exercées par les droites C et C, sur 
l'unité de masse placée à l'unité de distance, ont une inten- 
sité égale à Funité; or, ces deux forces variant en raison 
inverse de la simple distance, leur résultante, qui est par- 
tout égale à A, et dirigée suivant la normale positive de la 



surface a, sera évidemment - au milieu de CC. 

c 

Ainsi, l'intégrale (8) doit se réduire à -^ quand a est nuF, 

et (3 égal à tt. La constante y est donc nécessairement nulle,- 
ct Ton a généralement 



(9) 



.=A=iMzi22il. 



Cette valeur du p<aramètre différentiel du premier ordre, 
est d'ailleurs celle qu'on obtient directement, en déduisant 
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(les formules (6) les expressions 



"-Wf^-W 



\da J \doLj 

de — 5 et faisant usage (Je Tidentité 

[E(a)cosp— ip^C»(a)sin»p=:[E(a) — cosp]% . ' 

facile à établir. 

Les coordonnées curvilignes (a, (3) (i) étant suffisam- 
ment définies, appliquons à ce système, orthogonal et tri- 
plement isotherme, les solutions générales âe la leçon 
précédente. Le caractère spécial, de cette application par- 
ticulière, consiste dans les doubles valeurs données au para- 
mètre thermométrique (3 ; car, suivant la question que l'on 
traite, il faut regarder ce paramètre, coihiiie restant posi- 
tif entre zéro et 27r, ou comme variant entre — ^ 7t et 4-Tr. - 

Par fexemple, si l'on considère, sur un même cercle a, 
deux points M et M' situés, l'un au-dessus, l'autre au-des- 
sous de Y axe central CC [fig- i)^ et qu'il s'agisse de faire 
la sommation de certains éléments répartis sur l'un des deux 

arcs MM' ; on fera croître la coordonnée j3 d'une manière 
continue, de M en M' pour l'arc M AM' qui coupe Taxe cen- 
tral entre C et C, de M' en M pour l'arc M' A' M qui doupe 

cet axe sur le prolongement.de C'C^ ce qui exige que |3 
ait ses valeurs comprises, entre zéro et 2 tt dans le premier 
cas, entre — tt et -f- ?? dans le second. 

§ cxir 

SES PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES. 

Au point de vue restrictif du § CV, les propriétés des 
cercles (a, (3), représentés par les équations (2) ou (7), 
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ramèfnent, à la géométrie élémentaire, la détermination des 
courbes isothermes et des filets de chaleur, dans les divers 
cas embrassés par la. formule (21) du paragraphe cité. On 
a d'abord deux théorèmes généraux, qu'il suffira d'énoncer. 

• • • 

. Théorème I. Si d'un point quelconque, A, de la droite 
a c= o, que nous appellerons axe radical^ on mène des 
tangentes h tous les cercles a, toutes ces tangentes sont, 
•égales en grandeui', conwne étant les rayons du cercle ^ 
dont lé centre est en A (Jig' 1). 

Théorème II. Un cercle (3 coupe l'axe radical aux points 
D çi D'^ pour déterminer le cercle a qui passe en un de ses 

poijQts M, on mèniè les droites MD, D' M*, les points A, à% 
où ces droites rehcontreht l'axe central ÇC, assignent un 
diamètre A A' du cercle cherché-, et le logarithme du rap- 
port AC : A C donne son paramètre a (fig» i). 

Viennent ensuite^ plusieurs . problèmes , dont il suffira 
d'esquisser les solutions. 

§ cxm. 

tUBE A PAROIS EXCENTRIQUES . 

' Problème i.. Un tube cylindrique indéfini, à parois cir- 
culaires excentriques, est entretenu intérieurement à la 
température i, extérieurement à zéro. Il s'agit de détermi- 
ner les températures stationnaires de l'enveloppe, ses cylin- 
dres isothermes et ses filets de chaleur. — La section droite 
• du tube donne deux cercles isothermes a. La droite qui joint 
les centrés décès cercles est l'axe central. 

Pour déterminer un point de l'axe radical, oii mène une 
tangente NTN' au cercle intérieur, laquelle coupe le cercle 
extérieur en N, N'; sur TN et sur TN' on construit deux 

triangles équilatéraux, et la droite SS', qui joint leurs troi- 
sièmes sommets, rencontre NN' au point A cherché. La 



* * ^ 
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perpendiculaire abaissée dcÂ sur Taxe centr 
radical. Le cercle j3 décrit- de Â comme centi 

Fig. 3. 



pour rayon, coupera Taxe central aux points 
poinis étant ainsi déterminés, si P'P est la < 
nima de»- deux cercles, les logarithmes de^» d< 

FÇ^: FC^, FC: FC, donneront les param 
des deux paroiç, intérieure et extjérieure, du lu] 
truira facijemënt le filet de chaleur 13, et le cerc 
a, qui concourent en tout point, M, de l'enve 
le paramètre a étant numériquement évalué ( Tt 
la formule 



a'— a" 



donnera la température stationnaire en M . 

§ CXIV. 
CANAUX DANS UN MILIEU SOUDE. 

Problème //. Une masse solide est limitée 
indéfini, entretenu à zéro, et traversée, parall 
plan, par un canal cylindrique à base circulaire 
la température i . Il s'agit de déterminer les temj 
tionnaires de cette masse solide, ses surfaces is 
ses filets de chaleur. — La section faite, ])erp 
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ment aux arêtes 4u cylfDiJre, coupe la paroi plane suiv^anc 
l'axe radical, et le canal, suivant un cn^lça. 




La perpendiculaire OO, abaissée du centre C^ dé ce cer- 
de sur l'axé radical, est l'axe central. Menant du point 
la tangenteO't, le cercle décritde O comme centre avec OT 
pour rayon, a pour paramètres fl =: ± -, et coupe l'aXe 
central eux points C et C. Ces points étant ainsi détermi- 
nés, si P'O est la distance minima du cercle à la droite, le 
logarithme du rapport P''C' :P'C donne le paramètre a' de 
ce cercle. Ou construira facilement le Glet de clialeur ^, et 
le cercle isotherme «, qui concourent en tout point assi- ' 
gné. M, de la masse solide. Puis, le paramètre k étant nu- 
mériquement évalué, la formule 



<[onnera la température stationnaire en M. 

Problème III. Une masse solide indéânie est traversée 
par deux canaux cylindriques, à bases circulaires, et dont ^ 
les axes sont parallèles. L'un de ces canaux estentretenu i 
zéro, l'autre à U température i . Il s'agit de déterminer les 
températures stationnaircs de la masse solide, ses surfaces 
sothermes, ot ses filets de chaleur. — La section faite per- 
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pendîcurai rement aux arêtes des deux cylindres, les coupe 
suivant deux cercles isothermes ce, l'an extérieur à l'autre. 




La droite qui joint les centres des deuic cercles est l'axe 
central. Le milieu A d'une tangente, T' AT", commune aux 
deux cercles, est un point de Taxeradical. Le cercle p dé- 
crit de A comme centre, avec AT' = AT" pour rayon, coupe 
. l'axe central aux points C et C (G est intérieur au Canal 
cliaud). Ces points étant ainsi déterminés, si P'P" est la 
distance mïnima des deux cercles, les logarithmes des rap' 
ports P'C' : PX, P^' : FC, donnent les paramètres a' e 
— a" de* ces cercles. On construit .aisément le filet de cha- 
leur ^ et le cercle isotherme ce, qui concourent en tou 
point désigne. M, de l'fcspace solide. Puis, la valeur numé- 
rique, positive ou négative, du paramètre a étant évaluée, 
la formule 



donnera la température statîonnaire en M. Par exemple, si 
les deux canaux ont le même rayon, et que le point M. soit ■ 

pris sur Taxe radical, sa température sera — 

§ CXV. 
CYUNDRE MI-CHAUD, MI-FROID. 

Pmblème IF. La surface d'un cylindre solide indéfini 
à base circulaire, est partagée eh deux parties, que limitent 

. -i4 



aïO • LECOKS . ' 

• deux génératrices ^ l'une de ces- parties est entretenue à 
zéro, l'autre à la température i. Il s'agit de déterminer les 
températures stationnaires du cylindre, ses surfaces iso- 
thermes, çt ses filets de chaleur. 

La section droite du cylîndrjB c'oupe les génératrices - 
limites aux points C et C (Jig* 2), et la surface .totale sui- 
*vant deux segments capables, F.un à zéro, dont le paramètre 
est un angle /3*, l'autre à- la température i, dont le para- 
mètre positif est j2'^= n-h j3'. On construit aisément le filet 
de chaleiir eu, et le segment capable isotherme (3,. qui con- 

• courent eu tout point désigné, M, du cylindre solide. Le 

• pârâmèlre positif ^^ compris entre j3' et tt -\- j3', a une va- 
.leur angulaire facilement assignable. Puis, la formule 



V = 



P-P' 



Tt 



, m 

donne la température stationnaire en M. Par exemple, si 
|S' = -9 et que le point M soit pris sur Taxé central, sa tem- 

pérature sera -•, j3 étant alors égal à'7r.s 



Problème. F. Un canal cylindrique, à base circulaire, 
eât percé dans une masse solide indéfinie; sa paroi est par- 
tagée en deux parties que limitent deux génératrices •, l'uut 
de ces parties est entretenue à zéro, Faùtre à la tempéra- 
ture.!. Il s'agit de déterminer les températures de la massé 
solide, ses cylindres isothermes, et ses filets de chaleur. 

La section droite du canal, coupe les géqératrîces-Iimites 
aux points C et C', et la paroi suivari4; deux segments ca- 
pables, l'un à la température i, dont le paramètre est un 
'. àiigle |3', Vautré à zéro, dont le paramètre négatif est 
P'' = ^— TT -h ^'. On construit aisément le filet de chaleur a, 
et le segment capable isotherme j3, qui concourent en tout 
point désigné, M, de la masse solide. Le paramètre j3, com- 
pris entre — ïïH^I?' ^t ^\ a une valeur, angulaire, positive 
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OU négative, facilement assignable, puis la formule 

donne la température stationnaire en M. Par exemple, si 
P' = -î et que M soit pris sur* l'àxe central prolongé, sa 

température sera -5 (3 étant alors- égal à zéro. 

Problèmes FI et FIL Une surface cylindrique indéfi- 
nie, ayant pour base discontinue le segment capable d'un 

angle ^' et la droite ÇC, limite une colonne pleine, ou 

Fig. 6. 
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forme la paroi d'un canal traversant une masse solide. La 
•partie eonrbe, de la surface de la colonne, ou de la paroi 
du canal, est entretenue à la température i, la partie 
plane à zéro. Il s'agit de déterminer les températures sta- 
tionnaires, de la colonne, ou de la masse solide qui en- 
toure le canal. 

Dans la colonne, le paramètre (3 est compris entre |3' et 
TT ; la température est 

TT — p' 

Dans la masse solide entourant le canal, le paramètre (3, 
des surfaces isothermes, croît de — tt à j3', et la formule 

exprime lieurs températures stationnaires. 

14. _. 
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§ CXVI. 

PRISMES CURVILIGNES. 

Revenons maintenant au cas général, où les tempéra- 
tures fixes, et données, diffèrent d'une génératrice à une 
autre, sur la surface du corps cylindrique. Pour plus de 
clarté, transcrivons ici la.série (i5) du § CU, qui résout la 
question dont il s'agit : 



J = Û0 




— t[„(p„_^p,yj-^ «n m (a -a ). 

\ 1=0 

• Lorsqu'on se propose d'appliquer cette formule à un prisme 
indéfini, dont la base discontinue est comprise entre deux 
cercles a et deux segments capables jS (i), il faut évaluer 
exactement les paramètres a' et a" de ces cercles, jS' et jS" 
de ces segments capables, afin de composer les fractions 

, ., /fr tir 

facteurs des arcs et des exposants^ et les coefficients 



'^(^■^ = -7r^— 7" / B(>)(a)sin/w(a — a')^a, 

facteurs des termes de la série totale. 

Il faut se rappeler que la série (10) ne reste convergeule, 
ou ne donne les températures stationnai res, que pour les 
points dont les coordoni^ées a, j3, sont respectivement corn- 
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prises, entre oJ et a",- entre '^' cl /3". D'où résulte que la 
formule (lo) n est pas applicable, lorsque le corps cylin- 
drique comprend des points dont les coordonriées sortent 
de ces limites, ou n'appartiennent pas, chacune, à une gé- 
nératrice située sur la surface (iîsconti nue. 

Exemple /. Le prisme indéfini est un tube à parois 
<ûrculaires excentriques \ sa base est comprise entre deux 
rercles a complets, Tun extérieur, dont le paramètre est 
a', l'autre intérieur dont le paramètre est (x."^ol' , Les frac- 
tions m et lés coefficients iJ^-'^ n'existent , pas.' On peut 

prendre |3' = o, j3'' = 2 7r ; /i se réduit à -? et Ton a 



XU) =i r 'A(>)(6)sin'i^a. 



Exemple 11. La base du prisme est la moitié supérieure 
de la précédente, coupée par Taxe central {fig> 3). — On a 

P'z=0, r=^'., 

d'où n = /, cl 



2 C^ 



Les w et les ^^J\ qui existent, ont les expressions (ii) 
et (12). 

§ CXVIL 
CYIJNDRE BI-CANNEl.É. 



Exemple IIL La base du prisme indéfini est limitée : 
i'^ par deux arcs concaves appartenant à deux cercles a de 
même rayon, ayant pour paramètres, l'un ex! = — «o; 
Tautre a" = -f- «^ 5 2** par deux arcs convexes appartenant 
à deux segments capables j3, géométriquement égaux et 
opposés, .ayant pour paramètres, Tun /5't=j3o, l'hutre 
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^'' = an — |3o. — On recpupait facilement que tout point 
de l'aire plane, éttveloppée par ces arcs, a sa coordonnée a 



comprise entre — a„ et -i- «c«, sa coordonnée |3 comprise 
entre j3b et ait — P». La série (lo) donne donc les tem- 
pératures stationnaires de tous les points du prisme solide 
dont cette aire est la base, quand les facteurs constants ont 
les valeurs 




,T)b(J>=^ r "'BU)(«)sin™(a + a.)rf<x. 

Exemple IJ^. La base du prisme n'est que la moitié 
qu'on obtient, en coupant la précédente par l'axe radical, 
et supprimant la partie située à gauche (flg. 7). — On a 

P'>' = ^j[^"°B(»(a)sin™;da; 
p', P", n et J«(/', s'expriment comme dans l'eifemple 111. 
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Exempte V. Ls base dii prisme n'est plus > 
re«te, en conpant encore la précédente par l'à\i- 
"uppriiQant la partie inférieure (/!^. 7). — O» a 

a', a", met i)!i'^', s'esprimenl comme dans )'■• 

§ CXVIII. 

CANAL OUADRI-aRCULAlHii. 

Exemple f^l. La surface libre du corps cylit 
' pour sectioU droite, le périmètre discontitiii 
1° par deux' arcs convexes appartenant à deux 
de même rayon, ayant pour paramètres, l'un a' 
l'autre a" =: ^- «o ; 2° par deux arcs convexes .ij 
~ à deux segments capables ^, géomélriqucmc» 1 



ayant pour paramèti'es, I' 
— On a donc, par la_ so. 



"'hL: 



A./)(Pl™,,(|î 1 
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m, et iil)(-'\ ont les mêmes expressions que dans l'exem- 
ple III. Mais, avec ces valeurs données aiiix constantes, la 
série (lo) ne reste convergente, ou ne donne les tempéra- 
tures stationnaires, que pour les points dont les deux coor- 
données a, /5, sont respectivement comprises, entre — «o 
et 4- «0, entre — )3o et H- j3o. Or les points extérieurs à la 
surface, qui vient d'êu^e définie, jouissent tous de celte 
propriété, tandis que les points intérieurs en sont. tous pri- 
vés. Donc, dans le cas actuel, la série (lo) donne les tem- 
pératures d'une masse solide indéfinie, traversée par un 
canal cylindrique dont la paroi, ayant pour section droite 
le périmètre tracé, est soumise à des températures fixes et 
données [A(^)(j3), Bf^J(a)], qui diffèrent d'une généra- 
trice à une autre. 

Si, dans les derniers exemples, les quatre parties de la 
surface discontinue du corps cylindrique sont entretenues, 
chacune à une température constante, mais différente 
d'une partie à une autre, les températures staticmnaires 
sont alors données par la série (iS) § ÇIII, en y substi- 
tuant les valeurs des m et n assignées dans ces divers 
exemples, mais avec l'entier /impair. Enfin si les quatre 
températures fixes sont égales entre elles, on reproduit 
l'équation (20) § CIV, du volume cylindrique, ou simple- 
ment de sa base. Mais avec cette différence remarquable, 
que l'équ^ation obtenue représente exclusivement la partie 
intérieure au périmètre tracé, dans les exemples II, III, 
IV, V, et au contraire toute la partie extérieure, dans 
l'exemple VI. 
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TREIZIEME LEÇON. 

SYSTÈME CÏLINDRIQTJE DES LEMMSCl 



c cylindrique des leinnisraleii. ~ Ëliide 
nés curfiliijnes formes par ce système. 



§ CXIX. 

FAMILLE DES LEMNISCATES . 

Lcsysième de poleniiels cylindriques cl eonju) 
les paramètres ttermomc triques sont 



■c tang — 



^r"\/^ 



■clang- 



■ est compris dans les valeurs géiiéralea (i), § XCl 
que potentiel est alors réduit à deux termes, donT 
ficieais sont égaux entre eux, et à l'uniié Le pi'l 
tenlîel indique di'ux droites attractives, Lorigiui 
est au milieu O de la^distance ic qui sépare le] 
et'C de ces deux droites. 

Par le passage du logarithme au nombre, 
se met sous la double forme 



{X 



:: à la langenie, In seconde 
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successivement 



\ tang p = 



\ X^ -r Y^ — C^ 

(3) 

' tang p 

Ces équations (2) «et (3) représentent, soit les cylindres 
dont il s'agît, «oit les courbes orthogonales et isothermes 
qui leur servent de base. 

L'équation [1) représente le lieu géométrique du point 
M tel que le produit (c* e— «) des rayons vecteurs, ou 

MC. MC, est constant; ce qui donne une faniillede lem- 
niscates, dont il importe de bien préciser les formes di- 
verses. D'après la seconde (2),^ on a 

quand le paramètre a atteint sa limite supérieure + 00 \ 
le cylindre se réduit alors aux deux seules droites attrac- 
tives, et sa base aux traces C et C de ces droites. A la li- , 
mile inférieure — 00 de a, Féquation (2) se réduit à 

(caries j:, y étant infiniment grands, les termes en Jî*, j?, 
disparaissent devant ceux en jc*, x'y ', r *) ; le cylindre est 
alors à base circulaire, mais son rayon est infini. Lorsque 
a =0, l'équation (2) devient 

(4) [x^'\'X'Y+%c^(y^'^x^) — o, 

et représente la lemniscate ordinaire, que nous appellerons 
radicale; en son point multiple, et de double inflexion, 
situé à l'origine O, les deux tangentes sont les bissectrices 
des angles des axes, puisque, si x et y sont infiniment pe- 
tits, on déduit de (4) le double rapport 



\«^A 
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L'équation diâërenti^lle de toutes les courbes (2), qui 
est 

donne, en annulant successivement dx et dy^ savoir 

dx = o, (x'-»-7» + c*)j= o. 

D'où résulte que tous les points des courbes a, où la tan- 
gente est parallèle auxj:, sont sur Taxe desx; tandis que 
les points de ces courbes, où la tangente est parallèle aux x, 
sont situés, les uns sur Taxe des j^, les autres sur le cercle 
dont ce est le diamètre. 

Or, l'équation (2) donne : i"^ quand j- = o, pour x* les 
deux valeurs 

(5) l 

2® quand x = o, pour j^*'la seule valeur 

(6) x\ = <^{e-'^-il 

qui puisse être positive; 3*^ et quand a:* +y' =^', le cou- 
ple 

e — ^" / e — ^* 

(7) J^ï=^'~7— ' xl=c'(i 7- 



Pour toutes les valeurs de a, x" est réel ; x' et y^, qui sont 
nuls pour la • lemniscate radicale, ne peuvent exister en- 
semble pour toute autre courbe : quand a est positif, c'est 
a/ qui reste seul ; quand a est négatif, c'est^i. On peut donc 
dire que toutes les lemniscates (2 ) ont quatre sommets : ils 
sont tous situés sur Taxe des x quand a est positif; deux 
sont sur Taxe des x cl deux sur Taxe des^ quand a est né- 
gatif; et quand a est nul , l'origine O compte pour deux. 
Les quatre points, Mj, aux coordonnées (x^, ,72), û'cxis- 
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lent que pour les valeurs de a telles que é^^ ne dépas. 
pas 2. A cette limite, où a est négatif et égal à — log 2. 
est nul, j^, c^ J'i sont égaux à c ; les points Mj se confonde) 
deux à deux, avep les sommets situés sur l'axe des y\ 
courbe a, en quelque sorte, de longues tangentes à ces dei 
sommets, et nous l'appellerons la lemniscate aux'lon ^^ 
contacts, 

§ cxx. 

SES TROIS GROUPES. 

Il résulte de cette discussion, que les courbes représen- 
tées par Téquation (2), se partagent en trois groupes, de 
formes très -différentes, et que l'on peut définir comme il 

suit. 

Premier groupe. Lemtiiscates doubles, Lci paramètres 
est positif. Entre la lemniscate radicale, et le couplé des 
points C et C donné par a == -4- 00 , chaque courbe se 
compose de deux parties égales et séparées, ayant la forme 
ovoïde, et entourant respectivement les points C etC 

DEuxiisME GROUPE. Lcmniscates Jlécliies , Le paramètre o£ 
est négatif et surpasse — log 2. Entre la lemniscate aux 
longs contacts, et la lemniscate radicale, chaque courbe 
a quatrç points d'inflexion : puisque sa largeur, ou sa dou- 
ble ordonnée a deux maximums égaux, l'un entre O et C^ 
Taulrc entre O et C ^ tandis qu'en O, ou sur l'axe des j, 
celte double ordonnée est un minimum. 

Troisième groupe. Lemniscates simples. Le paramèti'e 
« est négatif et inférieur à — log 2. Entre le cercle de 
rayon infipi donné par a = — 00 , et la lemhiscate aux 
longs contacts, chaque courbe ressemble à l'ellipse qui a 
les mêmes sommets^ mais, comme on s'en assure aisément 
elle renlourc de ipules parts, étant plus gonflée au milieu 
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de chaque quadrant, à la manièrtî de la courbe hybride dite 
en anse de panier. 

§ CXXI. 

LEUR TRACÉ GRAPfflQUE. 

Le tableau, ci-après, contient les éléments néce'ssaires 
pour tracer plusieurs des courbes (2), et au moins une de 
chaque groupe. Les valeurs, inscrites sur une même verti- 
cale, appartiennent à la courbe désignée par la lettre qui la 
surmonte. S est une lemniscate. simple, celle dont le para- 

mètre est a = — log 3 ; ses deux demi-axes sont 2 c et c ^/a. 
L est la lemniscate aux longs contacts*, dont le paramètre 

est a = — log 2 ; ses deux demi- axes sont c ^3 et c* F est 

5 
une lemniscate fléchie, celle' au paramètre a = — log j ; . 

ses deux demi-axes sont - c et - c , son ordonnée maxima 

2 2 

5 

^ c. R est la lemniscate radicale, dont le paramètre est 

a = o ; son demi grand axe est c ^2, son ordonnée maxima 

- c. D est une lemniscate double, celle au paramètre' 

a =; log ^; ses deux demi-axes sur CC sont c \/ r? (approxi- 
mativement % c\ et - f, son ordonnée maxima -^c. — -Pour 

3 / 2 ' 8 

mieux préciser les formes extrêmes des lemniscates doubles 
et fléchies, le tableau définit deux autres courbes, avoi- 
sinant la radicale. F' est la lemniscate fléchie dont le 

paramètre est a = — loe 7— : ses deux domi-axes sont c 4 /^ 

^ 49 V 4y 

10 \ i j , 

approximativement — c* j et - c, son ordonnée maxima 

25 

■j-c, D' est la lemniscate double dont le paramètre est 
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25 



et = log -j\ ses deux .demi-axes, sur CC, sont exactemes:^ t 
^ c et ^ ç, son ordonnée maxima -^ c. 
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Pour tracer avec une exactiiiide suflSsante les sept courbes 
du tableau précédent : on décrit le cercle dont CC est le dia- 
mètre, et le carré circonscrit dont les côtés sont parallèles aux 
axes ; les diagonales du carré donnent les tangentes au point 
multiple de R ; le cercle décrit de O comme centre, avec la 
demi -diagonale pour rayon, détermine, sur l'axe des jrles 
sommets de R, sur Taxe des y ceux de S; les parallèles à 
Taxe central, dont les ordonnées sont lesj^j assignés, cou- 
pent le cercle CC, aux points des courbes F, P, R, IK, D, 
qui ont ces parallèles pour tangentes^ les sommets se déter- 
minent par les valeurs assignées aux x", et jr^ ou a/. Le 
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Iracé de'toutcs ces leinuivatcs, fait à Is 

Fig. I. 




gulièrement facile, quand on connait lef 
doivent couper orthogonalcment. 

S cxxiï. 

FAUILLE DES HYPERBOL 

L'é<[ualiou (3), seconde forme, représ 

trique du poini M, tel que la somme |B (i^ 




des -angles que font, avec la ligne fn 
ravons vecteurs, fst toustante: ce qui 
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d'hyberboles équilaières, passant toutes, par les points C et 
C, puisque l'équation (3) est satisfaite par 



quel que soit (3. Mais, comme on va le voir, chacune de ces 
hyperboles se divise en quatre parties, qui correspondent à 
des valeurs très-différentes du paramètre j3. Ne considérons 
d'abord que les points du plan des bases, situés dans Tangle 
des X et des j^ positifs. 

Le lieu géométrique du point M, tel que la somme angu- 
laire j3 soit nulle, est évidemment toute la partie de l'axe 
des X située à droite de C (les deux angles MCA, MCA, 
étant zéro) -, comme l'indique d'ailleurs la seconde (i), qui 
donne (3 = o, si y devient nul lorsque x est plus grand 
que c. Donc, la base du cylindre au paramètre j3 = o, se 

réduit à l'axe des x (côté positif), moins la ligne OC. 

Pour que la somme angulaire |3 soit égale à tt, il faut 
que Tangle MCA soit le supplément de Tangle MCA; ce 
qui place le point M, ou sur le côté positif de l'axe des/, 
ou sur la droite qui sépare les points C et C (MCA étant 
alors égal à tt, et MCA à zéro). Donc la base du cylindre 
au paramètre (3 = tt, se compose de la partie* CC de Taxe 
des a:, et de tout le côté positif de l'axe des y. 

TT 

Quand /3'est égal à ~? l'équation (3) se réduit à 

x"^ — y^ == c"^ 

et représente Thy'perbole particulière, que nous appellerons 
maxima, dont les asymptotes se confondent avec les tan- 
gentes au point multiple de la lemniscate radicale. Mais, le 

paramètre |3 = - n'appartient qu'à la demi-branche de cette 

hypeibole, qut s'élève dans l'angle droit des x Qly positifs, 
et sur laquelle la coordonnée a épuise toulès ses valcfurs, 
depuis — 00 jusqu'à -I- oo . 
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Celui des cylindres jS dont le paramètre est, (3 = i <^ -^.^ 

doit être compris entre ceux qui correspojident à jS =? o^ et 

à P = -; il s'étend nécessairement vers Tinfini, puisqu'il 

doit y couper orthogonaleraent le cytindre droit.au para- 
mètre a == — T 00 ; la, ses coordonnées; x et y sont infinies t, 
Fëquàtîon (3), première forme, qui devient 



(0 



(î) 



- = langf, 



exigé que]^rtnfini x surpasse l'infini 7, ^ donne poUr leur 
rapport 



J ='*"eî' 



Ainsi Ift base du cylindre dont le paramètre j3 est «V positif 

. j ■ 

> et moindre que -? fait partie delà brandie d^'hyperbole équi- 

latère dont 1 -asymptote fait avec l'axfe des x l'angle-, elle 

vi«nt de T infini où a= — 00, et se Jtei*mine en C ou 
ûc == -H 00 , après avoir coupé toutes les lemniscatès^. 

Celui des cylindres ^ dont le paramètre est j3'i=î:7r — *, 

où i est moindre que -vdoit être, compris entre ceux qui 

'■;(■• ^ • •• . ■ 

correspondent à (3= - v et à (3 == it *, il s'étend nécessaire-^ 

ment à l'infini^ -là, ses coordonnées a: et j^-^ont infinies; 
l'équation (3), première forme, qui devient, 



X 

2 I - 

^ tang I i 



I 



i5 
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exige que l'iirfiui j^ surpasse rîniiui jc, et donne pour leur 
rapport 

Ainsi, la base du cylindre dont le paramètre j3 est tt — /, 
l'étant moindre que ^^ fait partie de la branche d'hyper- 
bole équilatère, dont l'asymptote fait avec l'axe des y 1 an- 
gle -; elle vient de l'infini et s'arrête en C. 

§ cxxra. 

PARAMÈTRE DES HYPERBOLES. 

En répétant la même discussion, pour les points d 
plan des bases, situés dans les autres angles des axes rec 
tilignes, on arrive aux conclusions suivantes ; La coordon 
n^e curviligne jS a toutes ses valeurs comprises entre 

pt 4 ^ • ' ' , 

j3=o, représeate la partie positivé de l'axe des x , 
moins CO *, 

(3 = TT, la partie positive de l'axe des y, plus ÇO, et 

plusOC^-, 

|3 = 27r, la partie négative de l'axe des a% moins OC'.j 
jS = Stt, la partie négative de l'axe des y'^ plus CO, et 

plus OC; 

j3 == 4^-» la partie positive de. l'axe des a:, moins OC. . 
Si l'on mène, par l'origine O, les quatre droites, faisant, 
soit avec l'axe des x, soit avec l'axe des j^, et de part et 

d'autre,, un angle - moindre que -; que l'on trace ensuite 

les deux hyperboles équilalères, passant en C et C', et dont 
ces droites sont les asymptotes.; ces hyperboles compren- 
dront chacune quatre parties, dont les paramètres j3 seront, 
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(V, ^-h*î 2 7r-}-z, 37r-h0 sur l'une, (tt— ^z, 27r — z, 
Stt — î , 4^ — s^i* l'autre. Les quatre parties de Thyper- 

'i_ 1 • . •« ■ /tt Stt Stt 77r\ 

bole maxima ont pour paramètres -9 — - — , -^— 1 • 

- " * ^ V 2 2 2 2 / 

On peut aussi prendre toutes les valeurs du paramètre j3 
entre -r- ar et -+- 271, en conservant les valeurs précédem- 
ment assignées aux parties d'hyperboles situées au-dessus 
de Taxe des x, et retranchant 4 7^ dès valeurs assignées à 
celles situées au-dessous. Lors du premier mode, les points 
de l'axe des x qui sont à gauche de C ont la valeur unique 
j3 =3 27r, ceux qui sont à droite admettent une double valeur, 
TT et Stt entre Ç et C, o et 4^ ^u delà de C. Lors du second 
mode, les points du même axe des x situés à droite de C 
ont la valeur unique (3 =0, ceux situés à gauche admettent 
une double valeur, -f- tt et — t. entre C et C, 2 7r et — 2 7r 
en deçà de C. Suivant les cas, on devra employer l'un ou 
l'autre de ces deux modes. 

Par exemple, si l'on considère, sur une même lemniscate, 
simple ou fléchie, deux points M et M' situes, lun au-dessus, 

l'autre au-dessous de l'axe CC, et qu'il s'agisse de faire 
en, une seule fois la sommation de certains éléments répar- 
tis sur Tun des deux arcs MM' : on fera croître la coor^ 
donnéie j3 d'une manière continue, de M en M' pour 
l'arc M A' M' qui coupe la partie négative de l'axe des x^ 
de M' en M pour l'arc M' A M qui coupe la partie positive 
du même axe; ce qui exige que (3 ait ses valeurs comprises^ 
entre zéro et 4^ dans le premier cas, entre — 2ir et-f- 2 7r 
dans le aecond. 

§ CXXIV. 

TUBE SIMPLE A BASE OVOÏDE. 

Les paramètres thermométriques a, /3, du système cy- 
lindrique actuel étant suffisamment définis, on peut a p- 

i5. 
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pliquer directemenl à ce système les soliiticHis générales 
de notre XI" leçon. Cette application n'offrant rien de 
nouveau, tant que les corps cylindriques ont des bases^ dont 
les périmètres ne comprennent que des lemnîscatés simples 
ou fléchies, il suffira de citer quelques exemples, où ces 
périmètres comprennent des arcs appartenant, soit à- la 
lemniscate radicale, soit à des lemniscales doubles. 

# 

Eotemple I. Le corps cylindrique est un tube indéfini, 
dont la base est cpmprise entre là moitié de la lemniscate 
radicale, coupée en son point multiple, et l'un des ovoïdcss 
d^une lemniscate double. Si la paroi extérieure est à zéro. 



«'=0 




cl que la paroi intérieure, au paramètre positif on" '^ soit 
entrelenue à la température i, la formulé 






donne les températures stationnaires de Tenveloppè^ ses 
cylindres isothermes ont pour bases les ovoïdes aux para- 
mètres compris entre zéro et ot'^;^ les filets de chaleur sont - 
les parties, d'hyperboles aux paramètres (3 compris entre 
— TT et -h TT, Si les deux paroi* ont des températures filles, 
différant d'une génératrice à une autre, la fonction V est 
donnée par la première série de la formule (i5), § Cil 
(les iH)^"'^ n'existant pas), oil donne alors aux intégrales dé- 
finies des x^^ ^ les limites — :t et H-tt. 

On remarquera que les. parois sont ici les moitiés des 
cylindres isothermes a = o, et cil-=.ol"\^ tandis que les for- 
muler employées ont été élablies. pour les, cyl indices entiers. 
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Mais, CD supposant d'abord le corps cylindrii|ti< 
et soumeitant ses deux moitiés aux mêmes soiu' 
fiques, la sectiou faîlc ensuite par runi(jue géiién 
la trace est le point multiple, et la suppression c 
lié, ne sauraient troubler rélal tlicrm<unétrii|ue 
moitié, quel'ou peut conséquemmenl Irailer sé|i 

§ cxxv. 

DOUBLE TUBE A PAROIS OVtHDES. 

Exemple II. Le corps cylindrique est un do 
dont la base est comprise, entre une lemniscale 
une lemniscale double. Si iâ paroi cxiéricuru, a 




tre négatif a' = — a' est a zéro, et que la double 
térieure, au paramètre positif a", soit entreteuut: 
pérature i , la formuJe 

donne les températures stationitaire.s de l'euvel 
cylindres isothermes ont pour' bases, les lemni 
chies, la lemniscale radicale, ot les temiiiscates 
dont les paramètres a sont compris entre — a' 
les filets de cbaleur sont des parties d'hyperboh 
paramètres embrassent toutes les valeuis de fi. Si 
ont des températures fixes, différant d'une géi 
une autre, la fonction V est encore donnée par b 
série de la formule (iS), §0,11; les limites 
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définies, dans lés coefâcieiits Xu)^ étant, ou o et 4^? ou 
— 271 et -h 27r. 

§ CXXVI. 

PRISMES A BASES WSœNTINUES. 

Exemple III, La base du corps cylindrique n'est que le 

quart de la précédente, coupée par les droites CC et sa 
perpendiculaire en O. Il s'agit d'un prisme à base discon- 
tinué, ayant cinq faces latérales. On a j3' = o, (3" = tt (sur 
les deux faces planes formant Tangle dièdre droit en O), 
a' = — a' y OL^^ positif. La fonction V sera donnée par la 
formule (i 5 ), § GU ; les limites des intégrales définies étant, 
o et 71 pour les A>0)^ -r-a' et -|-a'' pour les tfl^^^ 

Si la base du corps cylindrique est la moitié de celle de 
l'exemple II, coupée seulement par la perpendiculaire en 

O à ce, il semble, au premier abord, que la formule citée 
est applicable, en prenant (5' = — tt, (3'' = -i-7r. Mais, le 
paramètre et ne variant, sur les faces planes (3' et jS'', qu'enr 
tre — cl et zéro, tandis que la masse solide comprend des 
points où cette coordonnée a des valeurs positives, on 
tombe dans l^incopoipatibilite signalée au § CXV], à moins 
que aJ' ne sojt zéro, ou que l'ovoïde intérieur ne 9oit la 
moitié de la lemniscate radicale. 





Fig. 


5. 
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Exemple IV. Sur la base du double tube de l'exem- 
ple II, on mène par le point C deux courbes (3, l'une au- 
dessus de ce et dont le paramètre est (3=^, l'autre au' 
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dessous et symétrique de la preiuière^ I 
visée par ces deux courbes (3, en deux 
de traiter, chacune séparément quand i 




La foncUon V sera donnée par la formv 
les deux cas Mais, s il s'agit de la pai 
les limites des intégrales pour les X' 
^"^ ^iz — i;et, s'il s'agit de la partie 
limites seront p' = — h, j3" = + i. Qi 
intégrales pour les itV'^', elles seront a' 
tif, pour les deux parties. 

On remarquera que le premier cas 
ment la (connaissance des température 
la moitié complète, et renfermée, du c 
est vide. Si cette moitié était pleine et s 
restant vide et tronquée, la formule < 
applicable, et celb' dont il faudrait al 
trouver. 

§ CXXVII. 

PARAMÈTRE DIFFÉRENTIEL Dl 

D'autres applications du système cyl 
cates, avec ses coordonnées lliermom 
la connaissance de son double parai 
premier ordre, que l'on détermine ain 

La première (3) et la seconde (3) 
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d'équations 

(8) y . ^ . 

retranchant la seconde de la première, observant que le 
premier membre de la différence est (4c*x* -|r-4^*^*)î r^ 
duisant, puis extrayant la racine carrée, on a 

(9) 2jc/ = c»<?~"'*sinp, 

sans double signe : car le produit xy doit avoir le même 
signe que sin |3, d'après l'ensemble des valeurs du para- 
mètre j3, et le sens adopté des x et^ positifs. Avec la va- 
leur (9) de aoy, la seconde (3) devient 

(lO) a?' — /' =: C*(l -He— « COSP). 

Les équations (9) et (10), élevées au carré, puis ajoutées, 
donnent, en extrayant la racine, 

(n) x^^x^=zcn, 

lorsqu'on pose, poui simplifier, 



(12) Vn-c""^«-f-2<?-«cosp = X; 

quantité qui est nulle à Torigine O dont les coordonnées 
thermométriques sont a = o, ^ = tt, et qui se réduit k 

2 cos - sur la lemniscate radicale. 

2 

Cette préparation faite, si l'on différentie les équa- 
tions (9) et (10) par rapport au paramètre a, on a les 
valeurs 

2 x- r-^ ) = — c^*^ ces 5, 
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^, élevées au carré, puis ajoutées^ doniiei 

<--')[(ê)V(?.)>r 

OU lien, substituant à la première parenthè 
^ la seconde la valeur — ? 






^e qui donne définitivement, pour le parai 
cKerché, 



ce 



Ce paramètre différentiel est donc nul, ave* 
Ce qui devait être, puisque^ pour le pote 
particulier a (1)5 A est la résultante de c 
qui sont égales et directement opposées p 
placée en O. 

Le point, aux coordonnées J?, y, étant s 
des bases, si r, r', R, représentent respec 
tances aux points C, C\ O, on aura, d' 
première (i), 

c 
et la valeur (i4) prendra la forme caracté 

c"* est-à-dire que le paramètre différentiel 
ble de la distance à l'origine O, divisé p 
distances aux points C et C. D'où il suit 
des deux attractions varie, proportionne 
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tance R. sur une même lemniscate, en raison inverse de /* 

sur un même cercle au rapport constant —,? de r' sur ixti 

, R 

même cercle au rapport cpnstatit — 

§ cxxvm. 

AIRE DE LA LEMNISCATE RADICALE. 

Si les coordonnées thermométriques, du système cylin- 
drique des lemniscates, sont celles qu'il faut employer, 
dans les questions de la théorie analytique de la chaleur, 
comme étant alors les plus naturelles et les plus simples, 
il n'en est plus de même lorsqu'on se propose d'étudier les 
propriétés géométriques d'une courbe individuelle apparie- . 
uant au même système -, là, d'autres coordonnées sont évi- 
demment préférables. 

Par exemple, s'il s'agit d'évaluer la surface de l'un des 
o voiles de la lemniscate radicale (4)» on l'obtient rapide- 
ment à l'aide des coordonnées polaires, car les formules . 

transformant ainsi l'équation (4) 

la surface cherchée est . , 

o Jo 

c'est-à-dire qu'elle équivaut au carré construit sur la lar- 
geur c, et dont la diagonale donne le demi-axe de la courbe. 
Tandis qu'avec les coordonnées thermométriques a et (3, 
l'élément dt' surface étant 

dsds âT-'-J 1 ' 
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d'après la relation (i3), il faudra intégrer cet élément, de 
j3=oà|3 = 7r, dea ==:oàa = oo^ opération beaucoup 
plus pénible que la précédente. 

Toutefois l'identité des résultats exigeant que l'on, ait 









7. e ^ CCS p 

voilà une intégrale définie double dont la valeur, qui est 
exacte, se trouve immédiatement posée. Cette évaluation 
synthétique d'intégrales définies simples ou double^, se 
reproduisant pour tous les systèmes connus dé surfaces 
isothermes, parah constituer un avantage inhérent k 
l'emploi des coordonnées curvilignes, et qu'il importait de 
signaler. 



. Les deux systèmes, étudiés dans cette leçon et la précé- 
dente, signalent plusieurs lois, qui régissent les limites et 
les signes des coordonnées thermométriques (i), § XGIX. 
En résumé, voici les conséquences principales de ces lois. 
Pour un système cylindrique, isotherme et quelconque, 
toutes les valeurs du potentiel angulaire (3, sont comprises : 
soit entre zéro et un certain multiple ^/tt, de la circonfé- 
rence 27r; soit entre — iiz et -h itt. Suivant la question 
que l'on traite, il faut adopter l'un ou l'autre de ces deux 
classements. 

S'il s'agit, par exemple, d'appliquer les séries (i5) et (i8) 
de la XI* leçon, à un prisme rectangle, curviligne et indé- 
fini, dont les faces appartiennent aii système considéré, les 
sommations nécessaires pour évaluer les coefficients X^-'^, 
ift)^*', déterminent le classement essentiel. Alors les séries 
citées donnent les températures stationnaires, pour les 
seuls points dont les deux coordonnées^ a et (5, appartien- 
nent^ chacune, à urw des génératrices de la surface ^ c'est- 
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à-dîre, ou les températares des seuls points intérieurs au 
J)risme rectangle curviligne, ou exclusivement celles des 
points extérieurs. 

Pour établir ces propositions, nous avons, choisi le sys- 
tème cylindrique bi-ci reniai re, et celui des lemniscates, 
comme étant ceux qui s'offrent le plus naturellement aux 
applications. Or, ils sont aussi les plus simples parmi les 
nouveaux. En effet, sur la liste des systèmes^ orthogonaux 
formés par des lignes planes, le premier est celui des coor- 
données rectilignes, qui comprend deux familles de dix)ites 
parallèles; le second, celui des coordonnées polaires, qui 
réunit une famille de droites divergentes, avec une famille 
de cercles concentriques; immédiatement après, vient le 
système défini dans la XIP leçon, lequel comprend deux 
familles de cercles ; et le système étudié dans la leçon ac- 
tuelle, est inséparable du précédent, dans la classe des po- 
tentiels cylindriques. Il y a lieu de s'étonner que le troisième 
système n'ait pas été introduit plus tôt; puisqu'il suffisait de 
rapprocher les deux seuls lieux géométriques du Cours )e 
plus élémentaire. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

SYSTÈMES ORTHOGONAUX TRANSFORMÉS. 

Surfaces orthogronalcs transformées. — Transformation conique par rayons 
vecteurs réciproques. — Application au problème des températures station- 
naires. — Transformation cylindrique. — Application aux systèmes cylin- 
driques isothermes. 



§ CXXIX. 

NOUVELLES FORMULES. 

Le système de coordonnées curvilignes, défini par Ic^s 
équations 

(a) fii-'J^, J, 2) =p/- . . ■ 3, 

du § IV, peut Fêlre aussi par trois équations de la forme 

(b) u = .f„(p, p,, pï). . . 3, 

desquelles on pourrait déduire les équations (a) elles- 
mêmes, ou celles des surfaces orthogonales conjuguées, en 
isolant successivement les p, à l'aide de l'élimination. Il est 
évident que les trois familles de surfaces, qui résultent de 
cette opéralion, dépendent des fonctions #„, ou qu'elles 
changent avec ces fonctions, puisque le système résultant (a) 
change avec les fonctions f, . 

Si l'on exprime les dérivées des pi en w, par celles des u 
• en Oij à l'aide des relations (8), § VIII, les formules (2) 
et (4)1 § VI, se transforment ainsi : 



Sida y i 
, , ■ r^ du du .- 
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les premières dëiiuissent d'une autre nianière les fonc- 
tions A,- 5 les secondes expriment encore Torthogonalité des 
surfaces conjuguées. 

Ainsi, lorsqu'on est arrivé à des valeurs (b), donnant 
les u à Taide des p„ si Ton constate que les relations (2) 
sont vérifiées, on doit conclure que les surfaces ayant 
les Oi pour paramètres, et dont les équations (a) s'obtien- 
draient par réliminatîon, se coupent orthogonalement. La 
formule (i) donne alors les fonctions hi^ desquelles on peut 
déduire les courbures, les paramètres différentiels du se- 
cond ordre, tous les éléments géométriques et analytiques 
du système obtenu. 

s cxxx. 

a 

TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS RÉCIPROQUES. 

On trouve un emploi remarquable de cette marche et de 
ces règles, lorsqu'on applique la transformation par rayons 
vecteurs réciproques, aux fonctions-de-poiht et à leurs 
systèmes coordonnés, comme plusieurs géomètres l'ont fait 
aux surfaces et aux courbes. 

Pour, transformer, ou plutôt transposer, un point quel- 
conque M : sur le rayon vecteur R, qui mesure sa distance 
à l'origine O, on prend un point M', tel que son rayon 

vecteur R' soit égal à - ; c étant une longueur qui reste la 

u! 
même pour toutes les transpositions. Alors, les rapports— ? 

des coordonnées u' de M'' à celles u de M, seront égaux à 

-, oua-, dou 

(b') tt'= — «... 3. 

Cela posé, supposons que les u soient exprimés en p, par 
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des valeurs données (b), (|ui détiii 
tème de surfaces. Ces valeurs étant 
coods membres des ^' (b'), où 

(3) R' = Sa% 

ces nfy maintenant exprimés en p, 
système de surfaces. Il s'agit de reco 
tions ces nouvelles» surfaces seront 



§ CXXXI. 

ORTHOGONALITÉ DU SYSTEM 

La formule (b'), diilérentiée suce 
à p,, et à Pj^ donne 



(4) 



I 


du' 




I 


du 


? 


dpi 




R^ 


dpi 


I 


du' 




I 


du 


c" 


dpj 




R» 


dpj 



et, remarquant que, d'après Téquat 



(5) ^ udu = 



Rdl 



quelle que soit la variable indépen 
quelle on différentie, on reconnaît fa 

tion ^ du produit des deux valeu 

^^ 'P^dJidJj'~R'ï^df 

comme si les seconds membres de ce 
à leurs premiers termes, (En elle 
derniers termes de ces seconds m 
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somme 

et, diaprés (5), les deux autres parties, complétant lepro^ 

duit total, donneraient, réunies et sommées, la même quan 

tité avec un signe contraire. ) 

Maintenant, pour que le second système, celui des 
m' (b'), soit orthogonal, il faut que 



s 



du' du' 



ou, d'après les relations (6), que 

du du 



s 



d^i d^j 



= G. . . 3. 



Çest-à-dire qu'il faut, et qu'il suffit, que le premier sys- 
tème, celui des m (b), soit Jui-mème orthogonal. 

Ainsi tout système orthogonal, auquel on appliquera la 
transformation par rayons vecteurs réciproques, donnera un 
second système pareillement orthogonal. Et, dans cette 
transforraatÎQn générale, chaque surface p, , chaque arc 5, 
ou chaque ligne de courbure, du premier système, don- 
nera une surface p,, un arc 5; ou une ligne de courbure, du 
second. 

D'après la marche suivie pour l'obtenir, il est évidentque 
la relation (6) s'étend aux <;as où les indices i et j sont 
égaux. Si donc on désigne par A[ les paramètres différen- 
tiels du premier ordre des p,-, dans le système vl (b'), la re- 
lation (6), rapprochée de la formule (i) donnera 

R' 

Si cj' représente le produit des trois h'i , comme xs celui 
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des trois A^, on aura 

Puis, en accentuant le symbole A, pour désignei 
mètres différentiels du second ordre dans le sys 
la formule (29) du §XIV donnera 



§ CXXXII. 

RELATION ENTRE LES A.. 

Si ces valeurs (9) n'offrent rien de remarqua 
est autrement du paramètre différentiel du sec 
d'une fonction-de-point rappQrtée au nouveau sj 
nature de la fonction R', qui entre en dénomins 
les valeurs (8), conduit à un théorème impoi 
donne ce nouveau paramètre différentiel du sec 
par une formule très-simple.* 

Une fonction-de-point F étant exprimée dans 
vt (b'), son paramètre différentiel du second ordre 
expression 

conformément à la valeur générale (28) du § XI 
tuant les valeurs (8), et posant 

(it) R^ = >, 

Téquation (10) prendra la fornie suivante : 
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Maintenant, si Ton désigne par f le quotient de la fonc- 
tion F par —9 ou si Ton pose 

e 

l'équation (12), maltiplîée par c, se transforme ainsi 

j ■ A? df ¥*> 

<■*' ^^-2i — rf^; — ' 

et il s'agit de développer le second membre. 

Remplaçant, momentaoément , -^ par p, et p. par a, 
on a 

A 2 A 

et, quand on différentie de nouveau cette expression ptf 
rapport à a, il arrive, dans le second membre, que la diflé- 

rentiation du facteur —jj appartenant au premier terme, 

est détruite par celle du facteur f, appartenant au second ; 
circonstance importante, d'où résulte 



dÇ 



^iiyfk 



doL. 




Restituant, dans ce développement, à /x et a leurs valent, 
faisant la sommation \^, enfin ayant égard aux expressions 
générales des A« et des -(Ai)' du § XÏV, on met l'équa- 
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(ion (i4) SOUS la forme 

Or, la parenthèse du second membre est null 
d'après la nature de la fonction X, car on a 

CA,X)» = 4>, A,X = 6; 
2XA,X = 3(A,X)«= 12X. 

Le second melnbre de l'équation (i5) se réii 
{>reinier teime; i^emplaçant^ au premie; 
par cF (i3), au second vXpar R (i i), et rà 



^=(1) 



d'après les valeurs (7), on a simplement 



(,6) ^''^=(t) 



• Aaf; 



OÙ, d'après la relation posée (i3), la fonctic 
par la proportion 

(-7) f = iF- 

L'interprétation de ce résultat exige quelq 
Au point de vue purement analytique, F et 
deux fonctions des trois mêmes variables p^ 
considérant comme des fonctions-de-point, c 
gnant à chaque point la valeur d'une certaine 
elles ont des origines essentiellement différ" 
mière, F, a été introduite dans le système i 
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on donne des valeurs particulières aux p,, dans son expres- 
sion à Taide de ces variables^ le nombre résultant assignera 
la quantité F correspondante au point M', dont les coor- 
données u' se déduiraient de la substitution de ces mêmes 
valeurs particulières dans les relations (b'). 

La seconde, f, devient une fonction-de-point, nécessai- 
rement exprimée dans le système h (b), quand on remplace, 
lors de la formation de l'équation ( 1 5 ), 

— _ — par — • 

^^ dpi rr 

• 

D'ailleurs, dans le second membre dé cette équation (i5), 
l'association des fonctions f et X entraîne l'unité de leur 
système, et A appartient essentiellement au primitif. Si donc 
on donne des valeurs particulières aux p,, dans l'expression 
de f à l'aide de ces variables, le nombre résultant assignera 
la quantité f correspondante au point M, dont les coordon- 
nées u se déduiraient de la substitution de ces mêmes va- 
leurs particulières dans les relations (b). 

En un mot, considérées comme des fonctions-de-point, 
f appartient au système primitif, F au système transformé. 
Ainsi, de même que les équations originelles (b') donnent 
* les coordonnées de M', à l'aide de celles de M, de même Jes 
équations finales, (i3) et (16), donnent certaines quantités 
appartenant au point M', à l'aide d'autres quantités appar- 
tenant au point M. 

On conçoit, d'ailleurs, que toute fonction ^ des p, pour- 
rait être exprimée de deux manières différentes : i*^ par 
les li', en éliminant les paramètres à Taide des équations (b'), 
première expression d'où l'on déduirait 

du'' ' 



'■.*=S' 



2^ par les 1/, eu éliminant les paramètres à l'aide des équa- 
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tioiiB~ (b), seconde expression d'où Ton déduirait 






Si l'on suppose que ces deux modes soient respectivement 
appliqués aux deux membres de Téquation (i6), elle de- 
viendra ^ 

en remplaçant fpar sa valeur (17). Or les a' sont donnés 
en fonctions des u par les relations posées (b'j; on peut 
donc vérifier l' équation [16 bis) ^ en se servanl des procédés 
du calcul différentiel, relatifs au changement des variables 
indépendantes. Cette vérification bannit tout doute, et'sa 
longueur inévitable fait ressortir tout Tavantage de la nié- 
thode précédente, fondée sur l'emploi des coordonnées cur- 
vilignes. 

§ CXXXIII. 

APPUCATION AUX TEMPÉRATURES STATIONN AIRES. 

L'importance de la formule (16) ne le cède pas à sa sim-' 
plicité. Pour faire comprendre, par un exemple, quelle est 
son utilité générale, prenons un des problèmes principaux 
de la théorie analytique de la chaleur 5 celui qui consiste à 
déterminer la température stationnaire, V, des points d'une 
enveloppe solide homogène, dont les deux parois sont sou- 
mises à des températures fixes et connues, différentes d'un 
point à un autre de ces parois. 

Supposons que ce problème d'intégration ait été résolu 
pour une première enveloppe, dont les parois sont deux sur- 
faces p du système. orthogonal défini par les valeurs u (b) ; 
nous allons montrer, qu'il résulte de la formule (16) que le 
même problème se trouvera résolu, pour une seconde cuve- 
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loppe, dont les parois seraient deux des surfaces p, sippar- 
tenant au sy;Stème défini par les valeurs li (b') . 

En effet, dans le cas de la première enveloppe, on avait à 
déterminer une fonction Y, exprimée dans le système u (b), 
vérifiant Téquatioh 

(18) 'A,V=io, 

et qui, pour les valeurs p = a> p = P, correspondantes aux 
deux parois, reproduisit leurs températures fixes, données 
par les équations, dites à la surface 

. . j Va==fa(p., P2), 

et tel est le problème d'analyse que nous supposons résolu. 
Dans le cas de la seconde enveloppe, il faut détermuier 
une fonction V, exprimée dans le système il (b'), vérifiant 
Téquation 

(20) A',V' = o, 

et qui, pour les valeurs jo = a, p = jS, correspondantes aux 
deux nouvelles parois (lesquelles sont les transformées par 
rayons vecteurs réciproques de3 anciennes), reproduise leurs 
températures fixes, données par les équaljions 

1 Vy3--*^(pt, PîJ- 

Pour résoudre ce nouveau problème, posons 
(22) V' = ?:W, 



relation dans laquelle I^ = 1/ ^ "' *st exprimé en p, à 
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i'aidedes valeurs u(b) -, ou aura, diaprés 

la fonction W étant exprimée, comme R, 
primitif u (b) \ et puisque le premier mem 
ôtre nul, d'après (20), il faudra que la foi 
l'équation 

(24) A,W=o, 

et que, pour les valeurs p = a, p =i3, corr 
parois, redevenues les anciennes, elle doui 

W = ■ ^ > 

K 

valeurs qui se déduisent des équations (21) 
tion (32) ; Ra9 R/3 9 désignant ce que devic 
des p,, quand oh y fait p = a, p = j3. 

ActueUement, le problème de la déterm 
le même que celui dont, par hypothèse, or 
tioB. On aura donc W en substituant, c 
trouvée pour V, 

5^ a f^(p,, p,), 

(26) ( 

—^ a fâ(P'» pO- 

Et, la fonction W étant connue, la rel 
nera V. 
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§ CXXXIV. 

RELATION DES SOLUTIONS. 

En résumé, les fonclions-de-poînt W ci V, qui expriment 
les températures stationnai res, la première dans l'enveloppe 
primitive, la seconde dans l'enveloppe résultant de la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques, sont liées, pour 
deux points correspondants (M, M'), par 'la proportion , 

(27) W:V'=r:R, 

• 

Si les parois de la seconde enveloppe sont les transformées 
des parois de la première, et Si les températures fixes et 
données, de part et d'autre^ sur ces parois, sont liées par 
la même proportion (27)^ ce qu'expriment les substitu- 
tions (26). (Il importe de remarquer que, dans cette cor- 
respondance, la paroi extérieure de la première enveloppe 
a pour transformée la paroi intérieure de la seconde, et 
réciproquement^ ce qui résulte évidemment de la relation 
.RR'=c', base de la transformation.) 

On voit clairement, par le résumé qui précède, comment 
la solution du second problème se trouve ramenée à celle 
du premier^ Ainsi, lorsqu'on sera parvenu à résoudre le 
problème général, énoncé au § CXXXIII, pour une enve- 
lop][^ solide, limitée par deux surfaces, appartenant à Tune 
des trois familles conjuguées d'un système orthogonal nou- 
veau^ on aura immédiatement la solution du même pro- 
blème, pour une infinité d'autres enveloppes, résultant de 
la première, transformée par rayons vecteurs réciproques ; 
soit en plaçant successivement l'origine O dans toutes les 
positions admissibles^ soit en donnant à la longueur cons- 
tante c toutes les grandeurs finies. 

Quand on considère le très-pclil nombre de corps que 
Ton savait traiter, il y a peu d'années, dans la théorie ana- 



SUR LES COORDONNÉES GURYILIÔNES, ETC. 249 

lytique de la chaleur, on est émerveillé de la puissance de 
généralisation dti nouvel instrument^ que nous venons 
d'indiquer. Gloire en soit rendue aux géomètres qui l'^ont 
inauguré et cultivé. On peut voir d'autres détails relatifs à 
son emploi, dans plusieurs travaux importants de M. Thom-* 
son,. et de M. Liouville, surtout dans les mémorables Lettres 
de ce dernier à M . Blanchet . 

^ cxxxv. 

TRANSFORMATION CYLINDRIQUE. 

On arrive à des conséquences non moins remarquables 
que les précédentes, lorsqu'on applique à des systèmes 
orthogonaux de courbes planes, ou aux cylindres qui ont 
ces courbes pour bases, un autre mode de transformation 
par rayons vecteurs réciproques. Dans ce second mode, le 
rayon vecteur d'un point M est sa distance à une droite 
constante, et non à un point fixe comme dans le premier. 
Un peut indiquer la différence de ces deux transformations, 
en appelant l'une conique, et l'autre cylindrique, La di§- 
tinction est analogue à celle qui se présente en mécanique, 
quand on considère le moment d'une force, soit par rap^ 
port à un point, soit par rapport à une droite. 

Tout système de courbes planes orthogonales peut être 
représenté par des équations de la forme 

(a8) jx = f(«, Ph 

ly = f,(«. p), 

dans lesquelles a et (3 sont les paramètres des deux familles, 
et qui vérifient la relation 

, , rl.r dx dy dr 

^ ^^ dv. d^ d(^ d^ ' . 

exprimant 1 ' or thogon alité. Les paramètres différentiels du 
premier ordre h et Ai de a et (3 , sont donnés par les 
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formules 

m 

Le paramètre différentiel du second ordre d'une fonction ^ 
quelconque de (a, j3), et qui est indépendante de la coor- 
donnée rectiligne z^ a pour expression * 

puisque le paramètre différentiel du premier ordre hf de z 
est égal à Tunité. 

Dans la transformation dont il s'agit, désignant encore 
par R et RMes nouveaux rayons vecteurs, de même direc- 
tion, des deux points M et M^ on établit entre eux la rela- 
tion constante 

(32) . RR' = c% 

et (jî, y) étant les coordonnées de M, {xf^ y') celles de Mf 
on a 

/ R» = :r' 4- rS R'' = ^' -i-r'% 

(33) I f!_^-.^_f!. 

ce qui donne, pour les formules de la transformation, 

X = c^ — = 9 

R» j:»H-r' 

(^^^ ^ y c^y 

^ R^ x^-^y^ 

Après la substitution des valeurs (28), les relations (34) 
représentent, en (oc, (3), le système des courbes transfof- 
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mées. En suivant aLsolumeut la même mai 
§ CXXXI, on constate : 1° que les fonctioiis (x', 
fient la relation 

' ■' 4» dp ^ dit d^ 

ce qui démontre l'orthogonalité des nouvelles I 
a°cpie les paramètres dilfêreutiels du premier ordJ 
du second système (34)? sont liés à ceux, h , hi\ 
mier (aS), par les proportions 

$ CXXXVI. 

RAPPORT DES i,. 

Or le paramètre différentiel du second orJri 
tion ^de ((X, P), pris relativement au système (3l 
pour expression générale 






(37) 

deviendra, par la substitution des valeurs (36) dil 



OU; plus simplement, d'après (3i), 

(38) l^J = (^\.&J; 

relation remarquable, analogue à celle (16} du §1 
mais qui en difllère, en ce qu'ici les A', et A« appa^ 
à la même fonction. Cette relation (38), qui 
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que celle-ci 

^ ' dx'^ ^ dr" c* \ d.T' dr' I [ 



< 


J 





h' 







■ 


x'^ 


= 


y' 


&, 


:# 


/' 



se vérifie par le calcul différentiel ordinaire, à Taîde des 
équations (34), qui donnent les nouvelles variables (j^-y), 
en fonction des anciennes [x^ ,t)* 

On déduit du rapprochement des relations (33)., (36), 
(38), la suite de rapports égaux 

(39) 

De là résulte que les carrés des paramètres différentiels 
du premier ordre de la fonction ^, dans les deux systèmes, 
ou les expressions 

seront encore dans le même rapport général. On a donc 

(4o) 



Si la fonction § est telle que la seconde fraction ne varie 
qu'avec ^, il en sera de même de la première. C'est-à-dire, 
d'après le § XX, que si la famille des cylindres, au para- 
mètre ^, est isotherme dans le système primitif, la famille 
de ces cylindres transformés le sera pareillement. Ce théo- 
rème général comprend évidemment les théorèmes parti- 
culiers, qui vont suivre, mais l'importance de ces derniers- 
exige leur démonstration directe et spéciale. 
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§ CXXXVII. 

CAS DES CYLINDRES ISOTHERMES. 

Si, dans le premier système, les paramètres (a, (3) véri- 
fient^le grpupe (T équations aux difTérenccs partielles (22), 
§ CVII, ce premier système est isotherme, et de plus hi= h. 
Alors les proportions (36) donnçnt h\= li\ et puisque l'é- 
quation (35) est vérifiée, le second système est pareillement 
isotherme, d'après le théorème établi au § CVIII. Ainsi le 
second mode de transformation par rayons vecteurs réci- 
proques, appliqué à un système cylindrique orthogonal et 
isotherme, donne un second système cylindrique, qui est, 
non-seulement orthogonal , mais encore isotherme, tout 
comme le premier. 

• On arrive d'une autre manière à cette dernière consé- 
quence, en partant de l'équation 

qui représente, à elle seule, un système cylindrique, ortho- 
gonal, isotherme, et quelconque (^CVH). Car, en y rem- 

plaçant x et y par ^* ^ et c* — ^ on a 

et cette nouvelle équation représente le système cylindri- 
que transformé. Or, son second membre donne identique- 
ment 

et la substitution du premier membre, dans cette identité, 
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condu: 


Lt au groupe 


LUÇOMS 

doL d^ 
dy dx'' 



d'oià l'on déduit rorihogonalité et Tisothermîe dû nouveau 
système, ainsi que l'égalité de ses deux paramètres diâ[éreii«- 
liels du premier ordre. 

§ CXXXVIII 

roENTITÉ DBS SOLUTIONS. 

Mais, il 7 a plus : si l'on a résolu, sur unç eliTelof^ 
cylindrique indéfinie, formée par le premier système, les 
problèmes généraux de notre XP leçon, les mêmes £d»- 
mules résoudront les mêmes problèmes, sur l'enveloppe 
correspondante formée par le second système. Et cela, sans 
aucune modification, ni dans les paramètres thermométri* 
ques employés, ni dans leurs limites, ni dan^ les fonctions 
soumises 4ux intégrations définiéii : Si les parois cylindri^^ 
qUes de la secondé (^vdoppe sont les transformées de$ pa^ 
rois de la première, et Si chaque température, Qxe et don- 
née, est «la même pour deux génératrices réciproques Tune 
de l'autre. 

Ce qui résulte, évidemment^ de ce que la température 
stationnaire, V, expriniée en (a, P), aura, comme là fonc- 
tion ^(38), son A, nul en même temps qUe son At ) et de 
ce que les équations à la surface seront identiquement les 
mêmes dans les deux cas, puisque deux génératrices, réci-^ 
proques l'une de l'autre, ont les mêmes coordonnées curvi- 
lignes (a, /3). 

II importe encore .de remarquer ici, que la paroi inté- 
rîefure du système primitif, correspond à la paroi extérieure 
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du système transformé, et réciproq 
qu'une seule paroi cylindrique dan 
il n'en existera qu'une dans le secoi 
que formule, qui donnera les temp 
des points intérieurs au premier cylii 
traire celles des points extérieurs pu s 
i-dire qu'elle résoudra le problèipe p 
prismatique solide , dans le premier 
cylindrique traversant une masse sol 
second i ou, inversemAit. 



En résumé, les transformations, co 
par rayons vecteurs réciproques, don 
systèmes orthogonaux secondaires, poi 
de l'équilibre des températures se trc 
pour le système primitif, qui leur in 
Là, cette transmission est essentiel 
qu'elle ne se présente qu exceptionne 
tèmes obtenus par des transformation 

Par exemple, si les trajectoires, qu 
cylindres isothermes des leçons préc 
tour d'un axe situé dans leur plan , il 
de plans méridiens, et deux familles 
faces de révolution. De cette manière 
données polaires conduit à celui de^ 
ques ; les courbes homofocales du § ( 
systèmes des ellipsoïdes planétaires e 
tèmes transformés sont triplement is 
primitifs. Mais, pour tout autre cas 
sont seuls isothermes. 

Ainsi, le système bi-circulaire, de 
tores, et une famille de sphères ayar 
s'il tourne amour de son axe radical^ il 
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famille de tores se pénétrant suivant deux mêmes ombilics, 
et une famille de splières excentriques isolées, s'il tourne 
autour de son axe central; mais, dans ces systèmes trans-^ 
formés, les surfaces de révolution ne seront pas isothermes* 
Et il en sera de même des tores, à section méridienne ovoïde, 
engendrés par la rotation des lemniscates, Forcés de nous 
Inniter, nous avons supprimé Tétude de ces systèmes, ina- 
bordables pour les températures, bien qu'eUe»conduisit à des 
propriétés géométriques importantes, et qu'elle pût même 
Venir en aide, pour une autre branche de la physique mathé^ 
ma tique. 
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QUINZIÈME LEÇO 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE L'^ 



Etppel des équations et des lois de Téquilibre d*clas 
homogènes. — Transformation des équations gént 
coryilifrnes. — Définition et loi d'un système isosta 



§ CXXXIX. 

RAPPEL DES ÉQUATIONS DE LÉL^ 

Les leçons qui vont suivrez ont poui 
dVppliquer les coordonnées curvilignes, 
thématique de l'élasticité. Cette applicati 
la plus naturelle, car les lois qui régissen 
rieur d'un corps solide, conduisent à la 
trois familles de surfaces orthogonales *, et 
ser que Ton parviendra à exprimer les 1 
et toutes leurs conséquences pratiques, > 
clusivement les courbures des surfaces con 
leurs arcs normaux, et les variations 
mêmes; de telle sorte que la représenta 
accompagnera constamment Pexpression 

Les formules de la théorie de Télaslic 
coordonnées rectilignes, sont aujourd'l 
connues que celles de notre première fe 
donc de les rappeler, succinctement, ei 
origines, leurs liaisons, et les théorèmes 
Ces formules sont toutes groupées par la 
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Feuille C. 
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Feuille C (suite). 
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Dans la description rapide qui va suivre, Faslërisque (*), 
placé à la fin d'une proposition, simplement énoncée^ in- 
dique la nécessité de développer cette proposition. Afin de 
ne pas retarder l'objet principal ci-dessus défini, nous 
avons réuni tous les développements réclamés par le signe 
précédent, pour les exposer, avec les détails nécessaires, 
dans notre XX® et dernière leçon. 

La première case du tableau I de la feuille C, contient 
les équations générales de l'équilibre d'élasticité d'un milieu 
solide homogène, dont la densité est â ; (Xq, Yq, Zq) sont les 
composantes, parallèles aux axes rectilignes des (oc^y^ -z), 
de la résultante des forces extérieures, rapportée à l'unité 
de masse*, les fonclions-de-point (N,, T,) sont les compo- 
santes des forces élastiques, rapportées à l'unité de surface, 
qui sont exercées, en un même point M, sur trois éléments- 
plans perpendiculaires aux coordonnées-, les N,- sont les 
composantes normales, lesT, les composantes tangentielles. 
Ces équations sont déduites de l'équilibre du parallélipi- 
pède élémentaire ; des six relations nécessaires pour éia^ 
blir cet équilibre, celles, dites des moments^ expriment la 
dualité de chaque T,, et les trois axilres donnent les équa- 
tions posées. 

§ CXL. 
LOI DES COMPOSANTES RÉCIPROQUES. 

La seconde case du tableau I, donne les valeurs des com- 
posantes (X, Y, Z) de là force élastique, rapportée à l'unité 
i,de surface, qui s'exerce sur un élément-plan cy, dont la 
normale fait avec les axes des angles aux cosinus (m, n^ p). 
Ces valeurs sont déduites de l'équilibre du tétraèdre élé- 
itteptaire, ayant trois faces perpendiculaires aux coordon- 
..nées, et la quatrième parallèle à cy. Elles établissent ce pre- 
mier théorème: îSî' E et E' représentent, respectivement, 
■ les forces éUstiques exercées en M, sur. deux éléments- 
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plans xs et ts\ doul les normales sont L ci L', la compo- 
sante ou la projection de E sur U, est égale à la projection 
de E' sûr L. 

Les composantes, soit (N,, T,), soit (X, Y, Z), relatives 
à un élëment-plan , coupant en M le milieu solide, sont 
celles de la force élastique exercée, par la partie (du milieu 
coupé) la plus éloignée de l'origine O des coordonnées, sur 
la partie qui en est la plus voisine^ les composantes de la 
force élastique que la seconde partie exerce sur la première, 
ont les mêmes valeurs absolues, mais avec des signes con- 
traires. ^La force élastique, exercée sur un élément- plan, et 
faisant un angle e avec la normale à cet élément, s'appelle 
traction si e est aigu, pression si cet angle est ohins^ force 
tangentielle ou de glissement s'il est droit. 

§ CXLI. 
LOI DE L'ELLIPSOÏDE D'ÉLASTICITÉ. 

Le tableau II définit les cosinus (m,, //,, pi) des angles 
que de nouveaux axes rcclilignes [x'^j\ z') font avec les 
anciens, et les composantes (N', , T^) des forces élastiques 
exercées sur les éléments-plans perpendiculaires aux nou- 
velles coordonnées. Le tableau III donne les valeurs des 
(N^ , Tl), en fonction des (N,, T,) et des cosinus (m,, w„ p,)^ 
/est, ici, l'un quelconque des trois indices (i, 2, 3),yet /r 
sont les deux autres. Ces valeurs se déduisent du groupe I, 
seconde case, ou du premier théorème énoncé. Elles éta- 
blissent les propositions suivantes. 

Si, sur la direction de la force élastique E, qui sollicite 
en M chaque élément- pi an, on prend une longueur propor- 
tionnelle à Ë, les extrémités de toutes les lignes ainsi prises, 
sont situées sur la surface d'un ellipsoïde C, dont le centre 
est en M. Soit désignée, par a, une surface du second ordre, 
concentrique à rellipsoïde précédent, ayant ses axes dans 
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les mêmes directions, et de grandeurs proportionnelles aux 
racines carrées de ceux de £; pour coanaitre F élément- 
plan a, sur lequel s'exerce la force élastique repré^ntée 
par un diamètre D de Fellipsoïde C^ il suffira de mener un 
plan tangent à la surface a au point où D la rencontre^ et 
Tj sera parallèle à ce plan tangent. 

Lorsque les forces élastiques^ qui s^ exercent çn M,, ^nt 
toutes, ou des tractions, ou des pressions, la 3ur£aee c est 
un second ellipsoïde. Lorsque ces forcer élastiques sont, 
des tractions pour une partie desi éléments-planfi passant 
en M, des pressions pour les autres, la surface a se composa 
de deux hyperboloïdes conjugués, l'un à une nappvQ, l'autre 
à deux nappes, a^^ant un même cône assymptote; alors, les 
diamètres de l'ellipsoïde C, qui sont couchés sur ce cime, 
représentent des forces tangentielles ou de glissement. 

De ces propositions résulte le corollaire suivant : En cha- 
que point M d'un solide homogène, en équilibre d'élasti- 
cité, il existe toujours trois éléments-plans, pèipendicu- 
laires entre eux, qui sont sollicités normaleoient,. ou pour 
lesquels les composantes tangentielles sont nulles. Les forces 
élastiques normales à ces éléments, déterminent, les axes 
de l'ellipsoïde ^, et sont appelées piincipaies , he tableau XV 
reproduit l'équation du 3* degré, qui donne, par ses. ra,- 
cines A, les forces élastiques principales en M^ quaud les 
six fonctions-de-point (N., T,) sont connues. Suivant çie 
les trois racines ont toutes le même sig^e (-|- pour les 
tractions» — pour les pressions), ou ont des signes contrai- 
res, la surface a est un ellipsoïde, ou le couple de deux 
hyperboloïdes conjugués. Lorsque les trois forccaélastiques 
principales en M sont numériquement évaluéesi, on obtieut 
facilement les équations des éléments-plans qu'elles solli- 
citent. 
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§ CXLIÏ. 

FORCES ÉLASTIQUES Ï»AR LES DÉPLACEMENTS. 

Le tableau ^ donne Tes expressions générales, de la dila- 
tation cubique 6, et des fonclions-de-poïnt (N„ T,), à F aide 
des premières dérivées de trois autres fonctipns-de-point 
(u, ^, t^), lesquelles sont les projections, sur les axes coor- 
donnés, du déplacement total, supposé très-petit, qu'a subi 
le point M, lorsque le milieu solide est parvenu à Tétat 
d'équilibre (TélasVicité, sous Faction des forces extérieures, 
qui lui sont appliquées/ les (f, y?, ^{/) représentent, pour 
simplifier, les sommes de deux dérivées réciproques des 
(m, i', w). Lors de Fbomogénéité la plus générale, et quand 
on évite" toute hypotbèse préconçue (*), sur Ta nature et 
la lot dei5 actions moléculaires, Tes coefficients constants 
(A/, B,,..., eAo,, iftji,..*) des (Pf,, T,), lesquels sont au nombre 
de trente-six^ n'ont, théoriquement, aucune relation néces- 
saire (*). 

Mais, on diémontre que ces trente-six coefficients n'en 
comprennekit que quinze q«i: soient distincts, lorsqu^on 
pose , à priori, ce principe, ou plutôt cette hypothèse mul- 
tiple (*), qu'entre deux molécules (***) Met M' très-voisines, 
et déplacées, il exista une action mutuelle (^), dirigée sui- 
vant la droite qui Tes joine (*), et égale à leur écartement, 
multiplié par une fonction de la distance qui les sépare (*) ; 
cette fonction-facteur étant variable ateç la direetion de 
MM', mais restant la même pour deux direcliions opposées 
Fune à Fautre (^ ). Quand oh ne suppose pas que cetle foncr 
tion-facteur^ait la même valeur pour deux directions oppo- 
sées, les trente-six coefficients se réduisent à vingt et un. 
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§ CXUII. 

LOIS DE L'ÉLASTiaTÉ CONSTANTE. 

•Les deux premières cases du ta&leau VI, donnent les 
expressions particulières des (N,, T,), pour un milieu solide 
homogène, et d'élasticité constante dans toute direction, 
avec deux coefficients seulement (X, fx) ; coefficients qui, 
théoriquement, restent indépendants, quand on bannit toute 
hypothèse (*) 5 mais, qui sont nécessairement égaux l'un à 
l'autre, si Ton adopte complètement le principe ci-dessus 
énoncé, en regardant alors la fonction-facteur comme étant 
la même pour toutes les directions. 

Avec ces valeurs particulières des (N,^ T/), les équations 
générales du tableau I deviennent celles dé la troi^ème 
case du tableau actuel VI, ou bien, celles du tableau VÏI, 
si l'on représente, pour simplifier, par (U, V, W) les diffé- 
rences des dérivées réciproques dont les (Ç, >?, ij;) s6nt les 
sommes. Lorsque les composantes (X©, Yq, Zq) des forces 
extérieures sont les dérivées d'un potentiel P, tel que 
A, P = o, la forme VII des équations de l'équilibre d'élas- 
ticité constante, donne AiQ=o, pour la loi qui régit la 
dilatation cubique 6. La forme VI conduit alors à l'équation 
ùkf.Ai^ = o pour la loi qui régit les projections (m, j^^ w) 
du déplacement moléculaire, et par suite toutes les compo- 
santes [N9^ T--'^] des forces élastiques. 

Les formulés de la feuille C, ne se rapportent qu'à l'équi- 
libre d'élasticité des milieux solides homogènes. Mais, on 
peut en déduire celles qui concernent les vibrations inté- 
rieures des mêmes. milieux, en remplaçant les (Xo, Yq, Z©) 
par 
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comme l'indique le principe de d'Âlembert. Inversement , 
dans les transformations qui vont suivre, nous partirons 
des formules complétées par cette addition; afin que les 
équations transformées puissent s'appliquer aux deux cas. 
Pour les ramener à celui de l'équilibre, il suffira, d^aniiiiler 
les dérivées prises par rapport au temps. 

§ CXLIV. 

TRANSFORMATION EN COORDONNÉES p,. 

Pour exprimer, en coordonnées curvilignes, les équations 
de Télasticité d'un milieu solide homogène, considérons 
trois éléments- plan s orthogonaux tj,, respectivemept tan- 
gents aux trois surfaces conjuguées ]0,, qui se coupent en un 
même point M. Soient : A/ les composantes normales des 
forces élastiques qui sollicitent ces éléments; 6/ leurs com- 
posantes tangentielles, lesquelles sont égales deux^ à^ deux, 
d'après le théorème du § CXL ; F,- les composantes suivant 
les normales dsi aux surfaces p<, de la résultante des forces 
extérieures, toujours rapportée à l'unité de masse; R, les 
projections, sur les mêmes normales, du déplacement très- 
pcitît de M. 

Ces douze fonctions-de-point sont exprimées en p,; il 
s'agit d'établir les équations qui les régissent. Supposant 
ces fonctions connues, on évalue, à l'aide des cosinus des 
angles que les (x, j^, 2) font avec les normales dsi les fonc- 
tions*de-point, de mêmes définitions^ relatives aux coor- 
données rectilignes, savoir : par les sommes des composantes 
des F, pour les (X,,, Yo, Zo); par les sommes des projec- 
tions des R, pour lès (u, v^ w) ; enfin par les formules III 
de la feuille C, convenablement transformées. Ces opéra- 
tions sont facilitées par les correspondances du double 
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tableau suivant : 
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F. 



h dx 

1 




h dz 


, h^ dx. 
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Les ibBctien»-ds-point, relatlives m système des axe» 
cectUignea, étant ainsi déternanëes^ leur substitiiaion! en» 
les formules^ pEÎBcipahïa de la feuille C, conduii au but pre^ 
posé. La première équation générale die cette feuille qui 
est 



w ^ 



û?N, d1 
— 1 ^^ — 

dx dy 



d1. rfT, / d*u\ ^ 



dans le cas des vibrations, se transforme ainsi qu'il suit. 
On a d'd^ord les valeurs 



(3). 



A* — Tir* "•" ï" "3~ *' ^ T jCT '«> 



("= 






pour composer la parenthèse qui multiplie la densité^. 
Ensuite, pour transformer les troi^ premiers termes de fé- 
quation (2), la loi de formation indic|uée par les for- 
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muleftlU^ feuiUé C, donne 

^ ( . * \^/ ^' dx dx h^hi "*' 

(4)1 — 1 T, = ^i?:^^./^'^*H-^^'\~-fr. 



€it { ^ dz tix h* \dz dx dz dat ) h^ 



^ 
A,"^*-' 



en n'écrivant, pour chacune de ces valeurs, que deux des 
M terme» qm la composent, et qui forment trok couplés 
homologues et symétriques, ifaciles à reproduire par des 
changements d^indices. 

^ CXLV. 

TERMES AUX COMPOSANTES NORMALES. 

y * 

Dans la somme des dérivaticois à efiectueir, et qui sont 
indiquées par des facteurs sjrmboliques en regard des va- 
leurs (4)) les tei'mes en Â, donnent, étant réunis^ 

^ ' df^ dar h* 

d'après la définition des A,, et le théorème du § VHt^ ou 
l'identité 

^ ^ <ks. €lx dji dff dz éz dpi 

Cette expression (5), étam développée, pren(^ une autre 
forme, à Taide des valeurs 



dx 



^l(dhd^^ Mdp,^ dh d^\ ^ 
h \dp dx dpi dx dp2 dx J 



dp 

h' "^ dp ' 
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déduites des foriQules (i4)§X,(3i)§ XDI. Elle devient 
successivement 

/ j A ai — 

h \dp dx . dpx duc dp^ dx / dx \ dp dp 



dp-i I c/A 
dx \dp 



dlog 



I 



A dh dpi A dh dp^ ( dk. hxh^ \ dp 



h dpi dx h dp2 dx \dp dp / dx 

et enfin, par une transformation facile de la dernière pip^en- 
thèse, on a la première des trois expressions 



h^hx dp A dh dpi A dh dp2 
dp dx h dpi dx h dp^ dx 



d-^' 



(8) < , ., hjh. dpi Aj ^ dp2 A| dhj dp 

dpi dx hi dp2 dx ht dp dx 



- hhi dp2 A2 dhi dp As dhi dpi ^ 

\ *' dp2 dx hi dp dx hj dpi dx 

les deux autres se déduiraient, de la même manière, des 
termes en A, et en A„ que comprennent les valeurs ^4) 
x!Omplétées. 

§ CXLVI. 

TERMES AUX COMPOSANTES TANGENTIELLES. 

Dans la sommation indiquée, les termes en S, donneront, 
étant réunis, ... 

dx hiA-i dpi ^ 

h'^ — — ^- — ' h -^ A2P , 

(9) ^ - ' \ . . 

' ï d^ — 

f ,, d.r hihj dût ^ ^ 



dp2 dx hi Aj 
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par rintroduction des A| , et une double 
théorème ou de ridentité (6). A l'aide des 

H -^ 

AjP2 = M,^2— f 

(22) du § XIII, et de la formule (m) ^ 
l'identité 

,2 dœ dx 

«pi «P2 

Texpr^ssion (9), étant développée, peut s 
forme 



^ hh /« ( -^ ^t/<2 ^^ 



d 



d-1- 

qui donne définitivement la première des 

hh,h,\J^ ^'H Mil 

rfpi e/,r e/p^ d. 

.6. j S, 



H i,,_,J h^k^Hf^ h^hld 



„fli 



^p^ ^jc é/p d 



\ a^ dx ap, rt 

les deux autres se déduiraient, de la me 
ternies en ^j etS^, compris dans les valeu 
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S CXLVÏI. 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES TRANSFOKHÉES. 

Par la somme des six expressions (8) et (lo), substituée 
à celle de ses trois premiers termes, et par les valeurs (3) 
introduites dans la parenthèse qui multiplie, â^ Fëqua- 

tion (2), où Ton pourra mettre les -J^ en facteurs com- 
muns, prendra la forme 

dans laquelle les coefficients P,-, ou les parenthèses qu^ils 
remplacent, ne conservent aucune trace des Coordonnées 
réctilignes. On peut conclure de là (ce qui est d'ailleurs 
évident^ d'après la marche suivie, et l^s formules employées) * 
que, si Ton transforme successivement, et de la même ma- 
nière, la seconde, puis la troisième, des équations géné- 
rales I, feuille C, première case^ on obtiendra les deux 
équations 



(il bis) 






OÙ les parenthèses P/ seront identiquement les mêmes que 
dans la première (11). 

Si Ton ajoute les équations (11) et (11 £û), respective- 
ment multipliées par les dérivées qui y multiplient j soit P, 
soit Pi, soit Pt, les relations fondamentales (4) §^9 isole- 
ront successivement ces trois parenthèses, lesquelles devront 
être nulles. Ce qu'indiquait d'ailleurs la seule équatioh (i i)» 
par suite de Findéterminàtion complète de toute coordonnée 
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rectiltgne x. On aura donc définitivement 

rp«o, 

(la) : jP'=o, 

Et telles seront les équations cherchées. 

La réunion des seuls termes contenant le facteur -7^9 

dans les expressions (8), (lo), et les valeurs (3), donne, 
pour la première (12) j 



h h ^'^^ At dhi Aï dhjt 
dp hx dp hj dp 




w-m— 



ou bien, en développant le* dérivée*, et multipliant par h, 



\ A rfp, h,dpj ' \ h dp, h, dp,} 

En6ii, introduisant, comme au § XLVJ, les arcs et les cour- 
bures, 

dSiZzz-f^i 
ni 



1 hi dhj 

V)'^Tj dpi^ 
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on obtient la, première du groupe suivant : 



/ ^A_^rf5,^^^/F-ll^U 



d$ dsy clSi \ .dt^ 

A — A, A-^ 



} 



r' 



^-(f*^)M^*^)^'' 



, rf©i dk, 



ds 

(i5) ■ 






A|— tAj A| — a 






t 

t/S, ^^ rfAa 

ds _ rff 1 ^^a 



(f^^)^-(7-À)^.' 






^ 



A, — A . Aa-^A, . /2-f-i\/2 lA 



r ^ \/ 



2 



les deux autres traduisant, delà même manière, la seconde, 
et la troisième (12). 

§ qxLviii. 

SURFACES eOSTATIQUES. 

Mises sous celte forme (i5), en quelque sorte géométri- 
qucy les équations de l' élasticité d'un solide homogène, et 
quelconque, conduisent à des lois très-générales, et d^unè 
grande simplicité,, tpe l'analysé eût difficilement décou-* 
vertes, en continuant à n'employer que les coordonnées 
rectilignes. Considérons le cas de réquilil;>re. En. chaque 
point du solide il existe toujours trois éléments-plans rec*- 
tangulaires, que les forces élastiques sollicitent normale- 
meiît, et qui jouissent seuls de cette propriété, si l'ellip- 
soïde d'élasticité a ses trois axes inégaux. 

Supposons qu'il en soit ainsi dans toute Félendue du 
corps, et qu'en passant d'un point à un autre très-voisin, 
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l'ellipsoïde d'élasticité, tonjaur» à (rois axes iné^l 
[urouve que de Itères variadons dans le^ grandei| 
directions de ses axes; écartant ainsi les cas dai 
cet ellipsoïde serait de révolution, et ceux où il | 
rait des cbangemeals discontinus, c'est-à-dir 
considérables. 

Alors, si, partant d'un point du solide, ou pass 
des éléments-plaDS principaux qui s'y trouvei 
tirés normalement, à tout autre point infînimeni 
premier; qoe de ce nouveau point on se dirige v 
sième, situé sur le plan principal, primiiif tr 
ment dévié, qui correspond au second point. 
suite ; on peut tracer de cette manière une surface 
divisant le corps en deux parties, qui n'cxei 
l'antre que des pressions ou des tractions normale 

De là résulte que, si l'on considère à la (o 
ments-plans sollicités normalement, qiii corrcsil 
tous les points du solide, et dont les position; 
manière continue; tous ces triples-éléments forii 
familles de surfaces orthogonales, que j'ai appeléJ 
tiques, et qui jouissent de la propriété d'être se 
lées normalement par les foi'ces élastiques. 

On conçoit que tout système orthogonni, qui 
puisse devenir occasionnellement isostatique, qud 
de ses surfaces qui forment les parois du solide 
mises à des eûbrts normaux; et qu'il sulït, pour 
les signes et les intensités des etforts extéiieurs v 
vant une loi convenable, d'un point à raiiiit'dc 
La propriété d'être isostatique, est donc <l'uii<! 
nature que la propriété d'être isotherme, qui n' 
qu'à certaines familles de surfaces. Mais la véri 
priété fondamentale de tout système isosiaiii[uc i 
nion indispensable de trois familles de surfait 
orthogonahté nécessaire. C'est de celte )iro)nl(.'ii 
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ment caractérisée, qu'est venue ridée des coordonnées cur- 
vilignes. 

§ CXLIX. 

LOI D'UN SYSTÈME ISOSTATIQUE. 

Lorsqu'un système isostatique existe dans un corps solide 
homogène en équilibre d'élasticité , si l'on prend pour 
coordonnées curvilignes p,-, les paramètres des trois familles 
de surfaces qui le constituent, les composantes tangen- 
tielles ^i sont nulles partout. Les composantes normales A, 
existent seules : devenues les forces élastiques principales^ 
elles donnent, en chaque point, les directions et les gran- 
deurs des axes de Pellipsoïde d'élasticité; et les équations 
générales (i5), simplifiées, expriment la loi de leurs varia- 
tipns suivant les normales aux surfaces conjuguées. 

Les équations (i5) étant linéaires, on peut faire abstrac- 
tion des F;, quand on n'étudie que les effets uniquement 
dus aux eflforts exercés sur la surface du corps. De plus, 
puisqu'il s'agit d'un état d'équilibre, les dérivées des R/ par 
rapport au temps n'existent pas. En les annulent, ainsi que 
les ^,, et supprimant les F„ on réduit le groupe (iS) au 
suivant : 

/ dA A — A. A — Aj 



+ 



ds r' r 



tr 



(.6) 



dk, 
dsi 




A. 


n 


A, 


H- 


A, 


ri 


A 

— > 


dA, 

dsi 


= 


A, 


/•j 


A 


+ 


A, 


1 
r^ 


Al 



Les forces élastiques principales A,, étant dirigées sui- 
vant les tangentes aux arcs, ou aux lignes de courbure 5,, les 
trois équations (16) expriment cette unique loi : Dans tout 
système effectwenient iSostatique^ chacune des trois forces 
élastiques principales éprou^^e, suiy^anL sa direction mêmc^ 
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une 'variation qui est é^ale à la somme 
les deux atares, respectii^ment multipl 
bures correspondantes de la surface qut 

Donc, lorsqu'on se propose de rendre c 
statique, un système orthogonal, connu ai 
ties, il suffit de se donner les intensités de^ 
tiqpes principales, en un seul point Mj c 
déduira celles des six points Toisins, situés 
sur les arcs dsi'^ et, de proche en proche, 
points du solide. 

En résumé, la loi, ti'aduitesi simpleme 
d'élasticité, donne l^s forces élastiques ex< 
point, a r^ide de trois d'entre elles; puis 
simjJe, qu'expriment les équations (16), 
élastiques exercées en tous les autres poin 
loi était donc nécessaire ; car, sans elle, 
réquilibre d'élasticité restait incompléteni 

Pour qu'un système orthogonal quelco 
tique, il faut, et il suffit, que chacune de 
sollicitée normalement par la force élas 
dan te, qui peut avoir des intensités très 
différents points de cette surface ; les troî 
guées sont alors analogues à celles des su: 
dans la théorie du potentiel. Pour que It 
même famille fussent en même temps isod') 
à-dire telles, que la force normale soUîcit 
même intensité sur chaque surface, il fau 
tème orthogonal vérifiât certaines conditio 
et il ne serait plus quelconque. De là résu 
' classe de surfaces, qui comprend éviden 
des sptères concentriques. On reconnaît, i 
tions (i6), que les familles des ellipsoïd 
ovaires en font aussi partie. 

Ainsi, lorsqu'une enveloppe solide cent 
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haute pression , et supporte exténeurement la pression 
atmosphérique, si les deux parois sont des ellipsoïdes de 
révolution homofocaux, tous les ellipsoïdes intérieurs de la 
mènie famille sont, à la fois, isostatiques et isodynamiques; 
Chacun d'eux est sollicité normalen^ent par une pression 
constante^ la seconde force élastique principale, dirigée 
tangentiellement à Tellipse méridienne, est une tractign, 
pareillement constante; mais la troisième, qui est perpen- 
diculaire au piéridien, change de grandeur avec la latitude, 
et même de signe si Tellipsoïde est planétaire : alors, vers 
les pôles c'est une traction, dont le maximum est égal à 
la tension même de Tare elliptique; pour Une latitude 
moyenne, cette force est nulle, puis ellç devient une pres- 
. sion; de telle sorte qu'une fissure méridienne, s'ouvrirait 
au pôle, et se resserrerait à l'équateur. Il sufSt d'énoncer ces 
résultats, dont la vérification est facile, pour faire com- 
prendre l'importance des équations (i6). 



) 
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SEIZIÈME LEC( 

ÉLASTiaTÉ CONSTANTE. — ï 

> 

Transformation en coordonnées curvilignes des éq 
ticité constante. — ' Applications de la loi des 
Résistances et épaisseurs des parois sphériques, c 
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CAS DE UÉLASTIOTÉ GONST 

Les équations générales de la lieçon p 
plieables à tout corps solide homogène, c 
que l'élasticité varie d'une direction à 
d'un même point. Il s'agit, dans la leçon 
en coordonnées curvilignes, les équatioi 
latives au cas où l'élasticité se manifeste 
même manière, dans toute direction, < 
Torientation du corps. Les (A,, ^i) doive 
à l'aide des deux constantes (X, (x) de 1 
dérivées en pi des R,. Oft obtient ces exp 
suit. 

Considérons les normales aux troi 
guées pi qui se coupent en M, comme fc 
d'axes rectiligneô des (o^, j^, -3') sur lesqu 
de M ait pour projections (u\ i/, W), les 
que ces nouvelles projections font av 
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(tt, ^, w), OU que les nouveaux axes font avec les anciens, 
étant indiqués par le taUeau 



.r 



X 



(0 



X 



/ 



m 


n 


• 

p 


/w, 


7?, 


Px 


7W, 


'ïz 


Pt 



a 



V 



w 



u 



tv 



Alors, les (A,*, ^i) ne sont autres que les composantes des 

forces élastiques qui s'exercent sur trois éléments-plans, 

respectivement perpendiculaires aux coordonnées rectili- 

' gnes (j^,/') ^)» et conformément aux formules des deux 

premières cases VI, feuille C, on aura 



/ * r. du' dç' 

ô = -T-. -4- -^ 



dw^ 



(2) 



da^ df ■ dz' 

du' 

^ = ^^t^^d^'' 

A ^« di/ . . 

dw' 

A,= ;ô + 2fx — , 

Jdu' d(v'\ 

^=^\-d^'^dy)=/^^ 

fdw' du'\ 



s. 



du 






D'un autre côté, les axes des (x', y , :^) se confondant 
avec les normales aux surfaces p, qui passent en M, les 
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(iJj^i^y If/) n'y seront auti^es que les R,, et les cosinus: 
(iTi., 71.9 p,) auront les valeurs correspondantes, inscrites 
au nouveau tableau 



.r 



r 



.r 



/. ./« U 



(3) 



J 



z 1- 



• 

1 //p 
// dx 


1 r/p 


1 dp 
h dz 


I r/p, 

A, dx 


I r/p, 




1 ./p, 
// j dx 


I df>, 

• 


1 
I ^/p, 
//, dz 



L ./,. /. .A- A ./- K. 



R 



« 



(' 



t4f 



Cela posé, une fonction-de -point ^^ exprimée en (x, y^z)^ 
peut l'être successivement en (x^yj^ 2'), et en (p, pi\ p^), 
A la première transformation correspond, d'après le ta- 
bleau (1), la nouvelle dérivée 



d^ d§ 



d^ . d§ 



dx' d.r. "' ' dy dz 



qui devient, en substituant à (w, n, p) les valeurs prises 
au tableau ( 3 ) , 

d^ _\ [ de dp di dp d^ dp 
rf^'. h\dx dx dy d)' . dz dz 

ou bien, par suite de la seconde transformation, et d'après 
le théorème du § VIII, la première du groupe 



il -~h — 
dx' dp 



(4) 



il 

dy 

d§ 






d^ 
dp^ 

di 



\ dz' ' dp 
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que l'on complète aisément < Ges formules (4) résultent, 
d'ailleurs, de ce que^ au point M, les (da/^ dy^ dz!) sont 
respectivement égaux aux (cfe, ds^^ dsf). 

§ CLI. 

TRANSFORMATION DES FORCES ÉLASTIQUES. 

Le tableau (i) doni^e les relations 

iu' = mu -+- wp -+- /? w , 

d'où Ton peut déduire les dérivées qui composent les va- 
leurs (2), mais en observant que, lors de ces dérivations, 
les ()w;, rii^ jp,) doivent rester essentiellement constants. 
En se servant du lemme (4), et en substituant, après les 
différentiatiohs , aux (w„ n,, ^,), les valeurs prises dans le 
. tableau (3), les relations (5) conduisent aux valeurs 

du* du dp dv dp d(v dp 
dnc' dp dx dp dy dp dz 

.n\ ] dv' du dpi d(f dpi dw dpt 

dy' dpi dx dpi dy dpx dz 

div' du dp^ dv dpi . dw dp^ 
dz' dpi djn dp2 dy dpt dz 

qu'il faut exprimer maintenant en fonction des I\, et de 
leurs dérivées en pi. 
Le tableau (3) donne 



(7) 



dp d. 1 

dà: dp ( 


K dp R, 

u = + 
h d,T A, 


dùi ^ Rj dpt 
djr hi dx 


dp d. 1 
dy dp \ 


R dp R, 

h dy^ h, 


dpy . R2 dp-i 
dy '^ h, dy ' 


dp d. j 
dz dp \ 


R dp R, 

h dz A, 


dpi Rj dpj 
dz A3 dz 
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» De' ces valeurS) on doit prendre les dérivées eu p, et en faire 
la somme, après les avoir respectivement multipliées par 

I ^> ^j ^ I j ^fin d'obtenir -7-> (6), Dans le cours de cette 

opération, qu^ndiquent les facteurs symboliques en regard 
des (7), on fait usage du théorème (9) § VIII, des rela- 
tions (4) S VI, et des valeurs 

dh 

à -T- y si 1 = 0, 

dÙi \ ^ 

C^.^=^¥^, si l.= l, 

iD dx dp \ ^ dpi 



5 SI 1 = 2,- 



déduites des formules du § XI ; ce qui donne pour résultat 
^«' r. à ^dh ^ hy dh ^ k, dh 

:7-7 = ^ -7--+-^:r — *^'t:ï — ^»T T"' 

dx dp dp à api n ap^ 

m 

Et, par la réduction des deux premiers termes, puis par 
l'introduction des dsi et des rayons de courbure, on a la 
première des doubles*valeurs qui suivent 

ç[a^ __ «[R ^ ^' ^^ _ H ^* ^^ ^^ _ ^' — 5^ 

dx' dp h dpi h d pi ds r, r^ 

(R\ J ^^- 'l ^®' 1» ^i^ài. « ^ dài ^Ri Ra R 

V / \ 3^=^1-3; RaT""7~! — R T "7" ^^ ~j — "^""T "19 

' dy dpi hx dp2 hi dp dsx r^ r 

dz' ■" ^ dp^ h^ dp . * A, dpi '^ ds^'"?'' r\ ' 

les deux autres résultant d'opérations semblables. 

La dilatation cubique 6(2), qui est la somme de ces va- 
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leurs (6)^ peut se mettFe sous la double fcirme 



=hhih2 

(9) 

9 = —^-4- - — - H 

[ ds dsi dSi 

les — désignant les courbures spnériques des surfaces p,. 

Par la substitution des valeurs (8) et («9), les composantes 
normales A,- (2), se trouveront exprimées à l'aide des fonc- 
tions^ie-point R, et de. leurs dérivées en p,. 

En se servant du lemme (4 )v observant la constance des 
.(m,-, 72,, Pi) dans les différentiations, et prenant, à la fin, 
leurs valeurs au tableau (3)^ on déduit des relations (5) 
l'expression suivante 

A, / du dp dv dp dw dp 
, , , du' dp' V h \dpi dx dpx dr dp^ dz 



& /du dpx dç*dpx dw dpx\ 
hx \dp dx dp dy dp dz ] 



■ 

pour la comme (|/ de deux dérivées réciproques, qui, multi- 
pliée par la constante (x, doit donner Sj {2). On transforme 
<îhacune des parenthèses (10), en opérant sur les valeurs (7) 
cbmme on l'a fait poiir obtenir la première (8); on fait 
encore usage du théorème (9) § VIII, des relations (4) 
§ VI, et des formules du § XI 5 on obtient pour résultat 

., .àH. hx'dh d^X^hdhx^ 

. dpx h dpx . €t p /ix ap 

Et, parle groupement deux à deux des quatre terrties, puis 
par l'introduction des ds^ et des rayons de courbure, on a la 
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troisième des doubles-valeurs 

A, dpi ht dpi dSi dst r, r\ 

, . . , A ^R,^j hi dRh dKi dK R, R 

^ ai ap h dpi ds dsx r' r, 

h, dRh h e/R.At ^R i/R, R R, 



A r/p, A, r/p e/f( </^ 



r, 



Tî 



les deux autres résultant d'opérations semblables. Par la 
substitution de ces valeurs (ii), les composantes tangen- 
tielles, ^i (a), se trouveront exprimées à l'aide des fonc- 
tions-de-point R, et de leurs dérivées en p,. 

S CLII. 

~ LEURS DOUBLES EXPRESSIONS. 

En résumé, quand il s'agit d'un milieu solide, homogène 
et d'élasticité constante, les composantes (A,, S,) des forces 
élastiques qui s'exercent, en un point M, sur les plans tan- 
gents aux surfaces orthogonales p,, peuvent s'exprimer de 
deux manières différentes, à l'aide des deux constantes 
(X, fjt), et des projections, sur leè normales aux surfaces, du 
déplacetôent très-petit de M. 

Lés premières expressions sont analytiques. Elles em- 
ploient les dérivées en p, des R,, et celles des paramètres 
différentiels A,. Elles peuvent seules servir à former les 
équations à la surface, lorsqu'on se propose d'intégrer les 
équations de l'«lasticîté pour un corps solide de forme don- 
liée, connaissant les efforts qui le sollicitent extérieure- 
ment, 'comme on le verra par l'exemple complètement 
traité dans liés prochaines leçons. Ces é:ftpr£lssious peuvent se 
mettre sous les formes suivantes, qiii ^sont symétriques, et 
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faciles à retenir : 



A = >0 4-2fA 



A,= X0 4- a 



Aa=r >$ + 2|* 



VdRk, \ dh^^ dh ^ , dh^ ^W 

— T— — 7N-RA-I-:v-R.Al-4-:t-R2/i2) 1 
L «p A \«p opt «Pa /J 

pR./i. I (dh. dh. , ^r/A. . \n 

L api A|\ap api .• ap2 . /J 

L "Pa n2\dp a Pi a Pi yj 



É?R/i £/R,^, rfRjA, 

9 — ; \- 



dp dp, ^ dp2 

\ I /dt3-^ , dm ^ , ' rfor^ , \ 

( — RA4--r-R,A, + — R,/i, ) 

CI \^ap ap, ap2 J 

rti«i\ «pj dp, J 

^a A \ ^p * ^p, / 



cr est le produit hhi hi^ et la forme intercalaire donnée à 6 
reproduit facilement la première (9 ) . 

« * 

Les secondes expressions sont géométriques» Elles em- 
ploient les variations des B, suivant les arcs dSi^ et les six 
courbures d^s surfaces conjuguées, comme les équadons 
générales (i5) et (16) des §§ CXLVH et CXLVm. Elles 
peuvent seules servir à énoncer, d'une manière simple, les 
lois générales et particulières dii phénomène de Télasticilé *, 
ce^ qui permettra d'introduire, dans les applications, toute 
la lucidité analytique, entrevue et définie au commence- 
ment de la leçon précédente, et vers laquelle les diverses 
branches de la physique mathématique s^nblent converger 
aujourd'hui. On obtient ces nouvelles expressions avec les 



/ 
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secondes valeurs (8), (9) et (i i) ; ce qui donne le nouveau 
groupe 

, ■ ^ (dK R. RA 

/dK, R, R\ 

/^R, R R.\ 



A,*:;= \Q -»- 2, 



A, = >0 -f- 2 



(«3) e = -4. 



(^R £^Ri €/R, R R, K, 



ds dsi dsi G* (Ti . 0*2 
fdKt dR, R, RA 

/rfR, rfR R, R\ 
fdK rfR, R R,\ 

Il serait facile de résumer ces valeurs par deux énoncés, 
Tun pour les composantes normales, T autre pour les com- 
posantes tangentielles, en se servant des dénominations, 
introduites au § XXIX, de courbures conjuguées*en arc, et 
de courbures réciproques. 

§ CLIIL 
TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. 

En substituant les expressions (12) des (A,, S,) dans les 
équations générales de la dernière leçon [(i3) ou (14)9 
§ CXLVII, et ses homologues], on obtiendrait celles qui 
régissent Félasticité constante, exprimées en coordonnées 
curvilignes. Mais, de longues opérations seraient ensuite 
nécessaires, pour disposer les équations obtenues, sous une 
forme telle que Ton puisse aborder leur intégration. Il sera 
plus simple de transformer directement en coordonnées p, 
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les équations VI} de la feuille C, qui expriment les mêmes 
lois en coordonnées rectilignes. Ces équations sont 

fdv dy\ ,^ .dB r d^w\^ 

les fonctions-de-poînt (U, V,* W) ayant pour expression 

/. dif dw 

dy dz 

Les valeurs (y), qui expriment les (ii, v^ w") par les R, 
peuvent se mettre sous la forme 

dx dx . elx 

^ ' » 4)r . r/jr dy 

dz dz dz 

en posant, dans un but de simplification, 

(.,) - = «, -=6. j. = ci 

il^où résulte que les coefficients (a, 2», c) sont fonction des 
coordonnées ûj. 

Ces valeurs (i6) donnent pour W (i5), ou pour 



( 
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(da dp da dpi da dp^X dp 
dp dx dpi dy dpt dy ) dx 

da dp _, da dpy da dpj\ dp 
dp doc dpi dx dpi dx J dy 

db dp db dpi db do^X dpx 

■ *' ■ ^^^^ ^1^ ^^m^m ^^B^BM ^+* ^-"^^ '* I ^^— — 

dp dy dpi dy dp^ dy J dx 

/db dp db dpi db dpA dpy 
dp dx dpi dx dp2 dx J dy 

de dp de dpi de dpi\ dp^ 
dp dy dpi dy dp^ dy j dx 

(de dp de dpx de dp^X dp^ 
dp dx dpx dx dpi dx J dy 

les dérivées secondes des pi diaparaissant dans la diilérence 
dont il s'agit. On reconnaît aisément^ à l'inspection de ce 
long développement, la disparition de six des dix-hnit 
, termes, et la réunion des dou^e autres dans les trois pro- 
duits 



) 



/dpi dpj dpi dpjX f db de \ 
\dx dy dy dx ) \dpi dpi 

(.8) t + (4i'J_le.'JW|i_Jf.), 

^ ' » ^ dx dy dy dx j \d p «pa/ 

dp dpi dp dpi \ / da élb\ 
\Jx dy dy dx I \dpi dp] 

Or, parmi les relations, qui existent entre les neuf jcoisi- 
nusdu tableau (i), se trouvent les trois suivantes 

m n{ — nmi '= //^j, 
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A étant, ou — i , ou 4- 1» tel en un mot que A* = i. Les 
correspondances des tableaux (i) et* (3) donnent donc 

dpi dpi dpy dp^t j, hxlh dp 

dx dy dy dx h dz 

dpi dp dpi dp hih dpi 

dx dy dy dx hx dz 

dp dpx dp dpx , hhi dpi 

dx dy ^ dy dx hi dz 

Ces dernières valeurs étant substituées dans l'expres- 
sion (i8), la fonction-de-point W sera la dernière des 
trois expressions 

dx dx dx 



(«9) 



\ 



V - X ^ -4- l^ ^' -4- r ^', 

dy dy dy 

dz et dz 



en posant, toujours dans un but de simplification, 

^hj_hifdb__d^\^^ 
h \dpi dpx) 

] ^ hih f de da \ 
. hi \ dpx dp I 

Les deux premières (19) résulteraient d'opérations sem- 
blables, faites en partant successivement de U et de V (i5). 
On transformera, absolument de la même manière, les 
différences de dérivées réciproques, qui, multipliées par p, 
forment les premiers membres des équations (i4)i en par- 
tant des valeurs (19) au lieu des (16), des coefficients (20) 
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au lieu dés (17)] ce qui donnera . » 

ds dy dx dx dx 

^ ' \ dx dz _ dy^ ' dy- ' dy> 

dy dx dz - , dz , dz 

les coefficients $,, composés en («,1», ift>^ r) comme ces der- 
niers le sont en {a, &, c), ^tant 

^2 \£/pi dp 

En substituant, dans ces coefficients $<, aux (X, ifti^T)» 
leurs valeurs (20), fc*, ou l'unité, deviendra fecteur com- 
mun, et le résultat sera le même que si l'on avait suppose, 
partout /r = H- 1 • On pourra donc, dans les calculs qui vont 
suivre, prendre pour les î„ les valeurs (aa) écrites sans 
le facteur i, en définissant les (X, ift), r), qui les compo-. 
sent, par les valeurs (20) pareillement écrites sans le fac- 
teur k. 

§ CLW. 
ÉQUATIONS TRANSFORMÉES. 

La première des valeurs ('ai), jointe à celles de-Xo et 
M (3), § CXLiy, et au développement 



d9 dB dp ' 4B rfp, dB dpi 

dx dp dx dpx Âx dpi dx 



»9 
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donnera, a la première (i4).9 '^ forme ... 
. ' dx dx dx 

CCS derniers coefficients P,, qui ne conservent aocune trace 
des coordonnées reclilignes (pas même le facteur h avec sa 
' gênante ambiguïté), étant 






Le simple changemlenl de a: eïij^, ou en r, donnera la forme 
correspondante de la seconde, ou de la troisième {i4)« Et, 
des trois transformées, ou mê)me de la première ( 23) seule, 
on tionclura, comme au § CXLVII; que les P, doivent être 
nulg'. 

On aura donc, les équations cherchées, en égalant à zéro 
les coefficients P, (24). Ce qui donne, en substituant les 
^i (22), et multipliant par des fiacteurs t^ls que leui's pa- 
, rehthèses soient isolées 

^ift, dT X-+-2p. h d^ I / d^K\è 

d^2 ^Pi C" . hxhi d^ A,^2,\ dt^ J |x 

, ^. ] dr d^\o 'l-hiu A, dO ' I ï d^R^\ S 

\ dp dpi jA hi/i flp, n^à \ dr / yi. 



rfffUo ^iftj X -4- 2 (A hi 



d9 i / • ^'RA S 



dpi dp fA hhi 

les fonctions-Je-point (do,^, r) se déduisant des R, par 
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les relations 

d^ d^ 

Ai th h 

d— d — 

(26) \_iL-.^=A^t„ 

que donnent les (ao) et les (ij}' Telles sont le^ équations 
de rélasticité constante, exprimées en coordonnées curvi- 
lignes, et disposées sous la forme même qui se prête le • 

mieux au?t intégrations. 

> ■ » •. i - . " ■ 

■ § CLV. • • ;• 

LOI DE LA DILATATION CUBIQUE. 
La dilatation cubique, ou la fonction d, a pour expression 

(27) B:=:hh,h: ' 

OU la première (9). Lorsque les F/ sont les dérivées, suivant 
les normales aux surfaces jO„ ou les axes (^,y, z')^ § CL, 
d'un potentiel #, tel que Aî#==o, on à, d'après le 
lemme (4), . " 

.^P ..., ..... 
d^ 





dpi . . '. . 

Alors, si Fon ajoute les équations (aS), après les avoir 

19 
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diflférenliées, la première en jp, la seconde en p,,, la troi- 
sième fen p,, les premiers membres donnant zéro, on pourra, 
en multipliant par fihh^hi , mettre le résultat sous la forme 

(^9) o={X + 2ft)A,0-— ^; 

d'après l'expression générale des Aj, et la valeur (27), crar 
les termes en F, (28) disparaissent par A,^= o. 

§ CtVI. 

f APPLICATION DES SURFACES ISOSTATIQUEè. 

•• ■ . , • ./ 

■ " /- • ■ "■ 

Toutes les équations de la théorie mathématique de Fplas- 
licite étant obtenues en coordonnées cu^rvilignes^ il importe 
d'en faire quelques applications, soit particulières, soit gé- 
nérales, pour donner une idée de leur utilité. Les équa- 
tions (16) , § CXLIXv, qui expriment la loi d'un système iso- 
statique, résolvent facilement plusieurs questions posées 
par le3 praticiens ^ et donnent des formules suffi^mnxent 
approchées, réductibles en nomrbres, qui sont, à la fois, 
plus exactes et plus simples que les formules empiriques 
dont on se sert habituellement. Citons quelqiiès exemples. 

S CLVII. 

RÉSISTANCE D'UNE PAROI SPHÉRIQUE. 

Problème 1, Une enveloppe sphérique, en métal, doit 
être soumise intérieurement à la pression P, d'un gaz com- 
primé, ou d une vapeur à haute tension, tandis que la paroi 
extérieure supportera la pression atmosphérique p, quelle 
épaisseur «convient-il de donner à l'enveloppe pour qu'elle 
n'éprouve aucune altération permanente? — Dans ces cir- 
constances les sphères tônçentçiques sont isostatiques^. pre- 
nons-les pour les surfaees p du système» général, etrappro- 
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cboiis ici la première équation (16), § CXLIX 

,5 . dk 'A — Ai A — A, 

(3o) 3- = ; ^ — . 

^ ' ds r' r 

En un point M de la paroi intéiieure de rayon R, oa 

e/A 

peut substituer à la variation — le rapport des différences 

AA . . . - 

finies 9 car e est toujours très-petit relativement à R^ 

on a^ alors, * 

A;= — P 



1.1 1 



AA=P— /?, -7C=-;=2-^~» 



A-f-AAs^ — /> 

et les deux autres forces élastiques prfncîpales (A|., A,) 
sont égales à une même traction T. Avec ces valeurs, Té- 
quation (3o) devient 



P~jP T4rP 

=3 r— , 

\ e R 

et dorine^ pour calculer Tépaisseur de Tènveloppe sphéri- 
que, la formule - 

« 
en prenant T égal à la traction-limite ^ qui ne saurait être 
dépassée sans faire craindre Taltération du métal employé. 
Les nombres (P, p^ T!\ doivent être rapportés à la même 
unité de surface, au eentimètre cari:é ou «^u millimètre 
carré. 

JPtoblème 11. L'enveloppe spbérique sera soumise, exlér 
rieurement à la haute pression P, intérieurement à celle p 
de Fatmosphère, quelle doit être l'épaisseur d dans cette 
nouvelle circonstance? — La solution s^obtient comme celle 
du problème précédent ; le rayon R' est celui de la paroi 
extérieure sur laquelle. on prend le point M^ la variation 
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de A a la mèine valeur, mais avec un signe cphtfaire; les 
forces élastiques (Ai, As) sdnt actuellement égales à une 
même pression ^^ — C; l'équation (3o) devient 

P—i, C — P ; : 

et donne, pour calculer Tépaisseur e', la formule 

/-»-■• • . . 

e' \ V — p . 



(32) 



If 2 C— P 



en prenant C égal à la compression'-'limite qui ne saurait 
être dépassée sans altérer le métal eniployé ; (G, P, ^) doi- 
.vent être rapportés à la même, unité dé surface. 

§ clViii. 

■ RÉSISTANCE D'UNE PAROI CYLINDRIQUE. 

Problème III. Une enveloppe métallique^ donties pa- 
rois indéfinies sont deux cylindres à bases circulaires con- 
centriques, supportera extérieurement la pression atmo- 
sphérique p, et sera soumise intérieurement à une haute 
pressibn P, quelle épaisseur e faut-il donner à l'enveloppe 
pour que la limite de l'élastîçilé ne soit nulle part déjpassée? 
— i- Dans ces circonstances les cylindres concentriques sont 
iâostatiqùes; si on les prend pour les surfaces p du système 
général, l'équation (3o) étant rapportée à un point M de 
la paroi intérieure de rayon B, la variation de A sera la 
lûéme qu'au problème I ; Tare s^ étaÀt le cercle de rayon R, 
l'arc 5s la génératrice du cylindre, pn a v 



t . . 



I .1 I 



/ . ■ . . ■_ . _ . ■ ■ 

Al et A; sont deux tractions dîflërentes, et si l'on désigne 
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la pi-emière |)ar T, réqaation (3o) devient ... 



R 



cl (îonue, pour calculer 1 épaisseur e Je l^en.veloppe cyli|i-> 
drique^ la formule , ' 



(33) 



R ~"tTP 



ï 



ten preàaut T égal à la traclion-litbiie. On voit- que cftkte 
épaisseur doit être double 4e celle (3 1) de reuveloppe sphé- 
rique de même rayon, et soumise aux mêmes pressions. 

Problème IF.^ LVnveloppe cylindrique seri , soumise^ 
extérieurement à la haute pression P, intérieurement à celle 
p de. l'atmosphère, quelle doit être l'épaisseur e' dans cette 
nouvelle circonstance ?.-— En môdiflànt la solution précé- 
dente, comme on a modifié la solution du premier problème 
pour obtenir celle du second, oh arrive à la formule 

et l'épaisseur e', pour le cylindre, est encore double 4*^ 
répaissf/eur correspondante (3a), pour la sphère. 

eux. . ' 

. ',.-•■ 

RÉSISTANCE D'UNE PAROI PLANE. 

Problème V, On se propose de fermer l'enveloppé cy- 
lindrique, par des fonds-plats de même métal ^ quelle épais- 
seur E faut-ildonner à ces parois planes? — ■ Cette questicm 
est encore loin de pouvoir être abordéjB par la théorie ma- 
thématique de l'élasticité, mais en faisant usage d'un pro- 
cédé approximatif très-simple, on arrive à un résultat, qui 
doit peu s'éloigner de la solution rigoureuse. 
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La formule (3i) da problème I» relatif à la sphèrc^^ peut. 
è(re. envisagée sous un second point de vue. Si on la résout 
pfir rapporx à T, ejle donne la traction, éprouvée par toute 
ligne tracée sur là paroi intérieure de l'enveloppe sphéri- 
que, quand son épaisseur est c. En un mot, datia le premier 
cas, celui du problème I, on se donne T pour en conclure e, 
tandis que, dans le cas actuel, on se donne e pour en con- 
clure T. 

Cela posé, considérons une paroi plane,, d^épais^eur E, 
qui ferme le cylindre de raiyon intérieur B, souimis inté- 
rieurement à la pression P, extérieurement à celle ^5 et 

soient A A' = 2R le diamètre de ce cylindre, O le centre de 

sa base, 0B=± £ Tépaisseur dû fond-plat. Soit pris sur 60 

un point C, et désignons BË par s. Par le cercle âe dîist- 

mètre AA^, et par le point G faisons passer une sphère, 
puis par le point B une seconde sp^re concentrique a la 
préiîiière. 

Si Tenveloppe partielle limitée par ces deux sphères^ 
formait seule le fond du cylindre, la traction à sa paroi in- 
térieure serait donnée par la forjnule 



(35) 



T T-f-P 



dans laquelle «^ exprimerait le rayon de la sphère inté- 
rieure. Or si l'oh achève le grand cercle dont l'arc ACA' 

fait partie, on aura AO = CÔ (2^ — CO) , et CO peut 
être négligé devant 2^, ce qui donne 

.^(E-^0' 



R' = (E — s).2^, d'oà A 



« 

suiystituànt cette valeur de ^ dans (35), il vient 



(36) 






L 
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Cette équation (36)^ donnera la traction ,T à la paroi in- 
térieure d^ l-enVeloppe sphérique, d'épaisseur e^ découpée 
dans le fond plat d^épaisseur constante É. Cette traction 
Varie avec e^ elle eéi évidenunent infinie aux deux limites 
e =^ o, c = E 5 donc il doit exister une valeur finie de cette 
variable, pour laquelle T sera un minimum. Or cette valeur 
correspond, inversement, au maximum du produit (E — €) e, 
de deux facteurs don^ la somme est la constante E \ cette 

E ' ' ■ 

valeur est donc e = - 9 et la substitution dans (3â) donne 



équation d'où Ton pourra déduire la traction T correspon- 
dante à' cette épaisseur - . , ' 

Maintenant si Ton prend T égal à la traction^limite^ l'é- 
quation (37) donnera Tépaisseur E que devra avoir le fond- 
plat, pour que la limite d'élasticité ne soit pas dépassée 
dans Tenveloppe spbérique d'épaisseur înoitié que Ton y 
découpérail, ni très^probabïement dans ce foi^d-plat lui- 
même, auquel ou laissera toute sa matière. L'équation (37) 
permet de comparer E à Fépaisseur e (33) de la paroi cy- 
lindrique. Si le cylindre proposé était dans les circonstances 
du problème IV, on trouverait, de la même manière, pour 
l'épaisseur E' de la paroi plane, comparée à celle ef (34} 
de la paroi cylindrique , , 



(38)' ?l=v/^^=\/-- 

^ ' R' V c — P V R' 

i 

Exemple. Le cylindre a un mètre de diamètre ou o**',5 
de rayon (R ou R') ^ on a trouvé que son épaisseur (e ou e') 
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doit être de. un centimètre , on o*°,oi \ ou coticlura d& la 
relatioa (.37) ou (38) que^ si Tpn veut fermer ce. cylindre 
par.uo foud-plat^ il faudra donuer à ce ionà,.sept tentt- 
mètres d'ép?Lisseur. Ce quinQKmtre bien tout.)e désavantage 
des pâ(rois planes. 






» 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

ENVELOPPE SPHÉMQUE. —MÉTHODE/ 

D'INTEGRATION. 

- "' " ; - ■■■.■..'••'■■.•'■■ 

Problème général de Téquilibre d'élasticité des envelofkpes sphériques. ^ 
Équations de rélasticité constante en coordonnées sphériques. — Méthode 
dMnt^ratidn par groupes sttcéeèsifs 



S GLX. 

ÉQUILIBRE DES ENVELOPPÉS SPH&aQUES. . ^ 

• 'I ■ . , * 

• »«'...'"■.,- 

Le seul exemple que Ton puisse donner aujourdlxui, 3e 
la marche à suivre, lorsqu'on se propose d'intégrer complér 
tement les équations ( ^5 ) , § CLIV, pour un corps de forme 
définie, est celui qui concerne réqùilibre intérieur d'une 
enveloppé sphérique , homogèliè et d'élasticité constante, 
dont les parois sont soumises à des pressions ou^à des trac- 
tions connues, différant d'un point à l'autre de. ces parois. 
Tel est le problènle qu'il s'agit de résoudre. -Il faut d'abord 
traduire en coordonnées sphériques, toutes les équations 
qui se rapportent à l'équilibre d'élasticité*, opération que 
les formules transfounées de la leçon précédente, rendent 
très-facile. 

Le rayon des sphères concentriques étant r, la latitude y, 
Ja longitude ip, posons ici ' 

et désignons, pour simplifier, cos y et sin (p par les lettres 
c et a: Les valeurs actuelles, des arcs <fo,, des paramètres^ 



v^ 
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différentiels A,, et des six courbures, seront 



(?) 



ds =: </r, 


dsi = r^f , 


i/f, = rcd^y 


' ^=1,. 


r 


A, = -^, 


7^- 7' 


I a r 

7-: = ;?' 


> I l _^ 






Employons maintenant les lettre^ (U, V, W) pour repré- 
seiiter les projections du -déplacement très*petit de M, sur 
le rayon, sur la tangente au méridien et sur la perpendicu- 
laire à son plan ^ ou bien posons 



(3) 



R==U, R.=V, R2 = W. 



Enfin désignons par (Koi ^o? ^o) l^s composantes, suivant 
lès mêmes direcftions, de la r&ul tante des forces extérieures, 
rapporlées.à Tunité de masse ; c'est-à-dire posons encore 



(4) 



re=R„ F,;=*^, F,= Y,t 



Parla substitut;pti de ces di veines valeurs, les expressioijis 
(i3), § CLII) des composantes (Aj, @,) deviennent 



/ 



A==\6 -i- aft 



,A, = W + 2(* 



(■5). 



\ rdff ^ I 

' / rfV U a VV 
■ yrca-^ ■ r - e r.f 



e 



s.= 



dV dW 



ncd4f 

dVf dJ5 






dr 



=.( 



rfU dS 

1 

rrfy dr 
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et celles (9), § CLI, de la dHatatioi 



s'écrire aiiiii : 



-, dcry 



r^c \ dr .. 



(6) { - " ^^ 

dr r r dff c 

Puisqu'il s'agit d'une question d'c 
par rapport au temps n'existent pas. 
§ GLV, qui régit la fonction 0, est sln 
si, pour simplifier les équations suivi 

on aura pareillement Af /= o, ou 1 
générale des A,, § XIV, écrite avec 1 
suppressioti d'un facteur commun., 

I 

(8) -^ + i_!^ + i: 

^ • 'dr c d(f c' < 

OU encore, en prenant, avec.Laplace, 
mètre des cônes de latitude, c'est-à-d 

çr-^9 et c'par (i — a'), 

\ , d^ j , d^ 

dr^—- d(i — a^)— - 

dr doL 

(9) ■ 



dr doL 



Enfin, de tout ce qui précède, il 
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tîoïis (îiS), du§CLI-V, deviônneiït 

-j^ — — = rV— 4- r'cR. -, 
ay a.f . a/' p 

, , j dT rfife rf^ ^ ^ ' 

dX __ d^ _ I ^ V ^ . 
d(f dr c d'^ p ' 

et que les foneitiôiis-de-poînt ( Jù, ilî», t) doivent se dëduire 
des (U, V, W), parles relations \ 

-r- — = r'c«.l,, 

d^ d(f 

, . . drcYf dU 

dV rfrV_ I , 
dif dr ' c ' 

§ CLXl. 

ÉQUATIONS A LA SURFACE. 

Abordons maintenant la question posée, en commençatit 
par établir les équations dites à la surface. Imaginons un 
milieu solide indéfini, en équilibre d^élasticité, et dans le* 
.quel sont tracée^ deux sphères concentriques ayant les 
mêmes rayons, ri et Tq^ que les parois^ extérieure et inté- 
rieure, de l'enveloppe dont il s'agit. Ce milieu comprendra 
. trois parties : la première, D, intérieure à la sphère' de 
rayon Tq, la seconde, E, comprise entre le» deux sphères, 
la troisième, G, extérieure à la sphère de rayon r,. Si, d'a- 
bord, on veut supprimer, la partie G sans troubler Téliait 
d'équilibre des deux autres parties, il faudra appliquer, 
sur chaque, élément plan de la sphère, de rayon rt,des 
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efforts qui remplacent les composantes (A, Sj, ^1)1 àes 
forcçs élastiques que G, extérieur, exerce sur E, intérieur. 
Si, ensuite, on veut supprimer la partie D sans troublçr 
Fétat d'équilibre de la partie E, il faudra appliquer, sur 
chaque élément-plan de la sphère de rayon r^, des eâbrts 
qui remplacent les composantes (—-A, — S», — S,)^, des 
forces élastiques que D, intérieur, exerce sup E, extérieur. 
Cela fait, la partie E restante sera absolument dans le même 
état d'équilibre d'élasticité <jue Tenveloppe sphérique pro-' 
posée, si les ^A, S„ ^, )i sont précisément égales aux com- 
posantes correspondantes {3f(si, 3TLi, S,) des effoVts appli- 
qués sur la paroi extérieure, et si les ( — A, — ©j, -^ '^i)© 
sont précisément égales aux composantes correspondantes 
{— ^'^o? — 3(11/0, — ^a) des efforts appliqués sur la paroi 

intérieure. 

■ i. 

On a deviné, sans qu'il fût nécessaire de le dire d'avance, 
que les (A, ^s, ©1) étant les composantes (âr) des forces 
élastiques exercées sur tout élément-plan perpeiidicul^ire 
au rayon, les indices ï,o, donnés attx parenthèses qui les 
groupent, indiquent qu'elles les prennent avec rc=ri, 
r=^ro\ que (0Gi, Jnflj, S,) sont les fonctions connues tfe 
(?> ^} qui représentent respectivement les composantes des 
efforts externes, suivant le rayon, suivant la tangente atir 
méridien et suivant la perpendiculaire à son plan; qu'enfin^ 
( — • 2(^\i^ — 31to, — ^0) sont lés fonctions connues de ((p, ^) 
qui représentent les composantes des efforts internes, sui^» 
vant les directions de même définitif •, toutes ces compo- 
santes étant rapportées à l'unité de surface. [Daiis les non-, 
veaux groupes (3^,, 3Tt;, ^;), la lettre é,, ou lé symbole 
des composantes tangentielles, désignera particulièrement 
cfelle qui est parallèle au plan-de l'équateur. ] 

En résumé , les équations à la surface , qui sont au» 
nombre de six , seront définitivement données par le» 



1 

■j 
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formules 



(r2) 







écrites deux fois, l'une avec rindîce i seul,* Tautre avec 
Tindice tévo. 

s CLXÎI. 

I 

ABSTRACTION DES FORCES EXTÉRIEURES. 

Si ron substitue dans les équations (iq) les valeurs {ii) 
et (S) des {^9 ifl>, r.) et fi, on aura les trois équations aux 
difîérences partielles du second ordre, linéaires et simulta* 
nées, que doivent vérifier les trois^fonctions (U, V, W ) des 
variables (r, y, ^). Il faudra ensuite intégrer généi'alement 
cjès trois équations, et déterminer les arbitraires introduites, 
de telle sorte que les fonctions obtenues vérifient les six 
équations (12), quand on y substituera riyro, à la variable r. 
Tel est eÉËBctivem^nt le jwoblème. d'analyse qu'il faut; ré- 
soudre. : .. 

Les intégrales générales des (U, V, W) xloivent com- 
prendre deux groupes de parties distincts, Tun que nous 
désignerons par (Uo) ^oj Wo)i destiné à faire disparaître, 
lors de la vérification, les termes en (Ko,' <l>0) ¥0) dans les 
trois équations aux différences partielles, l'autre, que l'on 
peut appeler le complément intégral, et qui vérifiera ces 
mêmes équjatioDs. abstraction faite de leurs termes connus. 
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Nous supposerons d'abord que les tenn< 
n existent pas ; comme s'il s'agissait d'étuc 
quement dus aux efforts appliqués sur lei 
(U, V, W) né se composeront plus, aloi 
groupe, ou du complément intégral. Et, < 
posée sera ainsi résolue, nous indiquero: 
que devra subir la solution trouvée, lor 
certaines valeurs, les plus ordinaires, 
(Roî ^oj'^o)? ^* ^^ groupe correspondant 

§ CLXill. 

INTÉGRATION PAR GROUPES SUC 

Pour obtenir les intégrales générales ( 

pondantes au cas où les (R©, ^o» ^o) ^'^^ 
pas indispensable d'effectuer complétemc 
indiquée, ou de former, dès l'abord, les t 
différences partielles qu'il s'agit d'întée 
qjielque sorte, décomposer l'intégration t 
lies, ou plutôt en trois phases : i^ inté. 
où 6 (7), qui est régie par l'équation (8) 
tuer ensuite cette première intégrale dans 
et intégrer les fonctions (X, iJb, r) ; 3" ei 
secondes intégrales dans les relations (i i 
finitivement les fonctions (TJ, V, W). T( 
que nous allons suivre. 

§ CLXIV. 

FORMATION DES TROIS GROU 

Des trois groupes qu'il s* agit d'intègre 
le premier (8) ou (9) se réduit à une seul 
cond (10) doit être complété: car, les lerm 
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n'existant pas, si Ton ajoute les trois équations (ig) -après 
les avoir diilérentiées, la première en r, la seconde en 9, 
la troisième en ip, on aura zéro pour premier membre, et 
le second membre sera pareillement nul, puisque la fonc- 
tion ^, supposée connue, vérifie Téquation (8); ce qui 
donne une identité: le groupe (10) ne comprend donc que 
deux équations qui soient distinctes, et serait consëquem- 
ment insuffisant, pour déterminer, à lui seul, les trois 
fonctions (X, ift>, r). 

Mais, si Ton fait subir au groupe (11) la même somma- 
tion, après les mêmes difféi^ntiations, on aura encore zéro 
pour premier membre, et le second membre devra être 
pareillement nul -, ce qui exige que les fonctions (a^, ifb, r) 
vérifient la dernière des quatre éqnations 

d^i\, _ ^r _ d^ 
rf-J/ dtf dr 

dV dX d§ 



(i3) 



. dr .d'if d<f 

dX flfife __ I d^ 

dff dr c d'^ 

dr^X I £3^cift) i dr 



dr c d(f c' d"^ 

outre les trois premières, qui ne sont autres que les (10) 
sfi^ns les (Ro, ^0» Yo). 

Le troisième groupe (11) a pareillement besoin d^ètre 
complété : car, en opérant de nouveau, sur lui, la dernière 
sommation indiquée, on aura une identité, puisque les 
fonctions (X, in>, r), maintenant supposées connues, véri- 
fient la dernière (i3) ; ce groupe (11) ne comprend donc 
que deux équations* qui soient distinctes, et serait consé- 
quemment insuffisant pour déterminer, à lui seul, les trois 
fonctions (U, V, W). Mais la fonction Q (7) étant mainte- 
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liant supposée connue, par ^, la pre 

^ ^^ dr c d9 ^ c^ d^ 

pour une quatrième éqifation que le 
vérifier. 

s a.xv. 

FONCTION DU PREMIER 

■ 

Ainsi les trois groupes, à traiter 
1® Téquation (8) ou (9}-, 2° les q 
3® les équations (11) et (i4)« Occup 
L^équation aux diâerences partielle 
int^rales sont trop connues, pour 
d'entrer ici dans dé longs développem 
nir, succinctement, les éléments qu 
fonction ^, et de préciser Ia,forme qu 
à «on intégrale générale, dans la que 

La fonction § doit se composer d 
de termes simples, qui vérifient sépai 
chaque terme simple est le produit T 
qiii ne varient chacun qu'avec l'une 
voir : R avec r, Q avec {|;, P avec ç c 
stitué à rf dans l'équation (9), donne 

et la vérification nécessaire de cette é 
le facteur R satisfasse à l'équation di 

(.6) __1_„(„ + ,)R 
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où 11 est uu uouibre enlier quelconque, et qui admet les 
deux intégrales pariiculières 

{'7) R _ • 

2*^ que le facteur Q satisfasse à Téquation différentielle 

où / est un nombre entier, et qui admet les deux inté- 
grales particulières 

! = ces /«J* , 
= sin l^ ; 
3** que le facteur P vérifie l'équation différentielle 

déduite de (i5) à l'aide des (i6) et (i8); /et n étant les 
deux nombres entiers, introduits dans le terme simple par 
les facteurs R et Q. 

Cette équation différentielle (20) est vérifiée par l'inté- 
grale particulière 

{ o,n~f_ ^ — r^ ^ — ; ^„-/-, ^ 

-1 . 2(2/1 — 1) 

' V;»-/)(«-/-.)(«-/-2)(/,-/-3) ^._,_, _ 1' 

2.4(2/2 — l)(2/l — 3) "/ 

seule admissible dans la question actuelle, qui exige eu 
outre que l'entier / ne surpasse pas l'entier n : car, la fonc- 
tion ^ ne âoit pas contenir de termes à puissances néga- 
tives de a, lesquels la rendraient infinie, pour a = o, ou sur 
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'ie plan de l'équateur qui comprend des points :i]>|l 
à l'enveloppe sphérique proposée; n el /vlaiil 
H — l posilif, la série, qui forme la parcnllièsL' ( 
mine an terme en a', ou en ot", suivant que Ji — ■ 
pair ou pair. 

Les deux intégrales particulières (17) de ft s 
sibles : car l'enveloppe sphérique ne s'éteiMiani, 
centre, ni jusqu'à l'infini, les valeurs rinflni t 
n'appartiennent à aucun de ses points. Les dcu 
particulières (1^) de Q, qui ne deviennent in 
aucune valeur réelle de 1^, sont pareillement .^Inil 

Avec les éléments ainsi définis, l'intégrale E;éiil 
notre ronction-de-|>oint é, peut se meure sous \;i 



(22) 



^=s- 



(23) 



où ^ cl ^ représentent , pour simplifier, les <li'ii> 
en^i^ 

\ Ç = Acos/^ + Csin/^, 
/ i;=Bcos/i|- + Dsin;-J'. 
Cliaque terme est parlieularisé par la fimctioii I 
par le couple de valeurs des entiers / el ii ; ( A, 
sont des constantes arbitraires, dîllcrant d'un l<' 
autre. Ildoit y avoir autant de termes que de rou[ 
admissibles. Le signe S^ accuse donc une double 1 
retnplarc l'une ou l'autre des deux indication 



M) 



s! r:_ 
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qui correspondent à deux modes de grouppement diffé- 
rents. 

§ CLXVI. 

FORMES DE LA SÉRIE INTÉGRALE. . 

Dans le premier mode, on réunit fous les termes de 
^ (22) dans lesquels « a la même valeuB, pour en former un 
groupe partiel ^ la série totale comprend autant de groupes 
distincts qu'il existe de valeurs de n depuis zéro jusqu'à 
l'infini, et chaqiïe groupe partiel autant de termes que de 
valeurs de /depuis zéro jusqu'à n, c'est-à-dire n + i termes 
renfermant 4^-1-2 constantes arbitraires. 

Dans le second mode, on réunit tous les termes de § (22) 
dans lesquels / a la même valeur, pour en former- un groupe 
partiel -, la série totale comprend autant de groupes distincts 
qu'il existe de valeurs de / depuis zéro jusqu'à l'infini, et 
chaque groupe partiel autant de termes que de valeurs de n 
depuis /jusqu'à l'infini, c'est-à-dire une infinité de termes 
et de constantes arbitraires. 

Le premier mode de groupement rappelle les fonctions 
Y„ de Laplace, et est exclusivement employé dans la Méca- 
nique céleste. En physique mathématique, et notamment 
dans la question qui nous occupe, il faut essentiellement 
adopter le second mode, quand il s'agit de déterminer iso- 
lément les constantes arbitraires. Il y a indifférence lorsque 
ces constantes sont connues, .et que la fonction § ( 22 ) n'a 
plus rien d'indéterminé ; on choisit alors le groupement de 
ses termes qui convient le mieux aux conséquences qu'on 
en veut déduire, ou aux applications qu'on en veut faire. 

§ CLXVli. 
INTÉGRATION DU SECOND GROUPE. 

La fonction ^ étant intégrée, passons au second groupe 
'(ii). Les intégrales générales des fonctions [X^ iPo, r) corn- 



StlA LES COOHDUMIÉËS CVnVII.ltïnES, V.-l 

prendront t^hacune deux parues; les premières pal 
l'on peut appeler essentielles, el que nous (îcsigi 
f^„ Db,, r,) étant destinées à faire dispaïuitre, 
vérification, les seconds metobres, mainlL'tiaiit 
connus, des équations aux diiTérences partielles 
.(i3); les secondes, ou le complément intégiMl, 
désignerons par (X\ Tfl>', r'), devant vérifier 1 
équations, lorsque tous les seconds meinbrc-s ïuiii| 

Les {x', Mi.', r'); devant annuler les prc 
des trois premières (i3), ne seront autn» r|uc les 
d'une même fonction î' des variables (c, œ, iJj),I 
donc poser 



(.5) 



X' = - 






Or, ces valeurs, étant sub'sliluées dans la <! 
reproduisent, en §' , iequation (8) ou {9); dmir l;| 
fonction introduite, ?', doit être de même foiiii 
et on peut l'écrire ainsi 



(26) 



UV 



%' 






13/41 + C'sin/l, 
is /-!< + D' sin /| , 



^' et f' représentant, pour simplifier, les fac 

(A', B', C, U') étant de nouvelles lonslantLs 
différant d'un terme à l'autre de la double série ( -J 
. Avec le complément intégral (X', ■«!.', l"'), o 
prendre pour (X,, i('j,, r^ que les valeurs slrîclcii 
tielles, et Tes plus simples possible. Or, il se tiiriii 
peut être mil, et que la vériiicalion des i'([uaiioiis 
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plètcs est obtenue quand on prend 

oAotf — O y 



rfÇA 



(.8) .,,= Sl-M — + ^j-' 



d^ n-^-x nr" / 

les (Ç, Ç) étant ceux de la série ^(22)» En efl'et, ces va- 
leurs donnent d'abord ( en se rappelant, ici ^^constamment, 

d, ^. \ . 

* doL d(fj 

dr c \D \d^ r""»-'/ c d-^ 

et puisque X est ici nul, la seconde et la troisième (i3) 
sont vérifiées. 

Ensuite, les facteurs ^ et ^ satisfaisant à l'équation (18), 
et le facteur P à l'équation (20), on a identiquement 

dn dK 

d^' ^' d^' ^' 

, dP ,,//P 

cl les dérivées, en ^ de 1)1^, en op de l^, pouvant alors se 
mettre sous la forme 



-^ vj y n-\-i nr") c ' 

'^ O \* A7-M /?r"/ [ C V -T- / J > 



d^ 

d 
7/ 
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on a, pour leur différence 

ce qui vérifie la première (i3). Enfin, 
même groupe, qui se réduit à 

I dT ^/cill> 

= o. 



' c' d'^ da 

puisque ^^> est ici nul, est évidemment vi 
leurs (a8) de ilb. et r^. 

En résumé, les intégrales générales des i 
du second groupe, sont 

IoUo r= (^oe + al, ) 
r= r, -hV; 

les (.Xgj ifce, r^) ayant les valeurs (28), 
cienne fonction ^ (22), et les (4/, i)î/, r'] 
dérivées de la nouvelle fonction ^' (26). 

§ CLXVÏII. 

INTÉGRATION DU TROISIÈME Gl 

■ 

Les fonctions (X, ilb, r) étant intégi 
troisième et dernier groupe (1 1) et (i4), c] 

dr\ drc W 



(3o) 



d"^ dff 
drc Vf du 

r/U dr\ _ I . 
d(f dr c ' 

dr'V i dcr\ 1 drcVf 

fif' c d(f c^ dil 



/ - 
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Les intégrales générales des fonctions (U, V, W) se com- 
poseront chacune de trois parties ; les premières parties, 
qui peuvent être désignées par (U^/ V,, W^*), étant desti- 
nées à faire disparaître, lors de la vérification, les termes 
des seconds membres des équations (3o) provenant de la 
fonction primitive rf *, les secondes parties, qui peuvent être 
désignées par (U', \', W), étant destinées à faire dispa- 
raître les termes provenant de la seconde fonction cf , enfin 
les troisièmes parties, ou le complément intégral, que nous 
désignerons par (U'^, V", W^), devant vérifier les équa- 
tions (3b), lorsque tous les seconds membres sont zéro. 

Les (U",>^''î ^cW"), qui doivent annuler lés premiers 
membres des trois premières (3o), ne seront autres que les • 
dérivées d'une même fonction ^'' des variables (r, qp, ^). On 
peut donc poser 

(3,) U" = ^, rr' = -^, rcW" = '^'^'' 



dr d^ d^ ' 

or,, ces valeurs, annulant le premier membre de -la der- 
nière (3o), reproduisent, en ^^^ l'équation (8)5 donc la 
troisième fonction, §"j doit être de même forme, que 
^ (22), que ^' (26), et Ton peut Fée rire ainsi 

(32) #^=g.^Ç'VH.Jl^p, 

l'^^el ^" représentant, pour simplifier, les facteurs en ^ 

( ^ = A"cos/^^^-C"sin/^p,• 
(33) 

. I r = B" cos/^^ H- D" sinr^^, 

(A", B'', C, ly) étant encore d'autres constantes arbitraires, 
différant d'un terme à l'autrç de la double série (32). 

Les (U', r V, /'cW), devant strictement vérifier les équa- 
tions (3o), lorsque les (A, \Jl), r) des trois premières sont 
remplacés par les («V, Db', r') pu par les dérivées de rf', et 
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que la quatrième a zéro pour second meml 
ment dans le même cas, relativement à la 
(Xej ifc^î.Te) l'étaient, pour le groupe (i3) 
la fonction ^ ; on peut donc poser 

U' = o, 



(34) }rV'=^\-'^^J4 

en changeant simplement les facteurs ('£. 
(I', Ç'); et le groupe (3o), réduit à ne c 
termes que' ceux provenant de ^', sera v€ 
leurs (34)9 puisque le groupe (i3) complc 
celles (28). 

Les (U^, y^, W^), qui restent à cor 
strictement vérifier le groupe (3o), rédui 
d'autres termes que ceux provenant de ^ ; 
les (oH)^, ifbcj ^e) nais au lieu des (X, i)l), 
premières équations, et avec le second men 
la quatrième. On conçoit qu'en considérai 
de ^ (22)5 et les transformations qu'il subit 
seconds membres des (30)5 on puisse as?ig 
termes correspondants des (U^, rV^, rcW 
tiés comme l'indiquent les premiers membi 
raitre, lors delà vérification, les transforn 
unique. La forme de ces termes correspond; 
nue, leurs coefficients se déduiront fac 
même qu'ils doivent remplir. (Cet emploi ( 
connue, dite des coefficients indéterminés 
ici aucune difficulté, et n'offrant rien de n 
poser synthéliquement les résultats, piii 
atteignent le but proposé.) On arrive ainsi 
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saivanies : 

(35) { ^'=S(-^^^'^"-^^'è)^' 

les coefficients (7, j5, /, fi') ayant les valeurs . 



\ 



(n-\'7,)e — la , [n — \)e-\-ia 

(36) / ^ ^ ■ ^ ' 

211(2/1 -H 3) (/l -h l)' ^ 2a(2/I — l)/l 

dans lesquelles les constantes e et a représentent, pour sim- 
plifier, les sommes 

fl = À -h 2^ ) 

Constatons la vérité de ces expressions. 

On a d'abord identiquement, par les dernières (35), 

drVe drcWe_ 

vl, puisque «,^, qui remplace oi>, est nul, la première (3o) 
est vérifiée. Ensuite, les coefBcients (36) conduiscnt^ux 
deux identités 

d'où résulte que les (35) donnent les valeurs réduites 






d^\ 



dr d^ ^ \ d'^ n-\-\ rtr" / ' 

!9 dr ^ \ n -{- i 



dVs dr\, r-i f. r'^^' ^ \ dP 

) c . — » 



i 



SUR LES COORDONNÉES CtJRVILI 

lesquelles sont respectivement égales à 

les (28) ; ce qui vérifie la seconde et 1; 
(^e5 r^) ati lieu de (iib, r). Enfin, les c 
nant les identités 

7î(«-f-i)p — (/ï-4-3)7 = 
et Téquation difTérentielle (20) donnai 

de -r- 






dr^Ve dcr\, ^ i_ drcW^ _ f* 



if 
on déduit des (35) la valeur réduite 

I drc W, P O / 

dr ' doL c* di^ a O \ 

c'est- à-dire - /' rf ; la dernière (3o) est 

§ CLXIX. 

INTÉGRALES DÉFINITIV 

En résumé, les intégrales généi 
(U, V, W) sont * 

/ U = Ue -h U' -4- U' 
(38) * V = V, -h V -f- V 

( W = W,4-W'4-'W 

les (Ue, V^, W^) ayant les valeurs (35 
mîère fonction # (22), les (U', V, "W 
les (34) déduites de la seconde foii< 
(U", \", W) celles données par les 
troisième fonction rf'' (32). 
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Il y a lieu de penser que la méthode d'intégration, expo- 
sée dans cette leçon, et qui, comme on le verra, conduit au 
but proposé pour les coordonnées sphériques, serait encore 
celle qu^il faudrait employer, pour tout autre système de 
coordonnées. Car, les trois groupes à traiter successive- 
ment, sont aussi nettement dessinés, dans le cas général de 
la leçon précédente, et même dans le cas de la feuille C^ que 
dans celui qui nous occupe. • 
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DIX-HUITIÈME LEC( 

ENVELOPPE IBÉRIQUE. — MF 

D'ÉLIMEVATION. 

Saite du problème de l'équilibre d'élasticité des cnvelo 
^î'ormes essentielles des intégrales générales et des éqi 
— Isolement des coefficients par deux éliminations su 



§ GLXX. 

FORME DES INTÉGRALES GÉNÉRA 
Les intégrales générales, établies dans 

• 

dente,* contiennent trois séries quadruple 
arbitraires, introduites par les trois foncti' 
leurs de toutes ces constantes doivent être 
déterminées par la seule condition, que les 
nues vérifient les six ^uations à la surface, 
ble r dévient successivement r^ et Tq . Cette 
qui fera l'objet de la leçon actuelle, monti 
qu'il est essentiel de pouvoir disposer d'u 
pour chaque couple d'équations à là surface 
fonctions, successivement introduites par 
d'intégration, étaient les seules qui pussent 
blême posé. 

Partant des équations (38) du dernier f 
procbant les groupes partiels indiqués, ré 
mes qui ont la même fonction P ou sa dér 
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les [Ç^'/^ C^^^]' et niellant les (cos/t|^, sîn/^(/)en facteurs 
communs, on pourra écrire les intégrales générales des 
(U, V, W) et 0, sous la forme suivante : 



(0 






H ces i'h -f- à sin / J; ) c -— 

a ex. 



/P 

c 

/P 



— ^(5'çOS/^^ — H'siIï/^^) 

W=Q (5cos/^p — Hsin/^^) 

= Q [^R CCS /^!; + ^^lsin /•]*)?; 



B 



a remplaçant la somme (X -h a/x), et les coefficients étant 
les polynômes en r, à quatre et à deux termes, donnés par 
le tableau 



N 



G = /ïA"^"-' — 7Ar«+' — 



Gz=nC r""-* - 7Cr«-+-' — 



(y^^-l)B" v'B 



.n-Ha 






.iH-î • 



H= A"r«-' — BAr^+'H _ 4- f— , 



n 



A'V» B' „ ^ B 



/i -4- I /zr 



n+i 



./H-i 



/^R 



cv 



U' = ^TT- 



D' 



Tîr"^- 



5 a = C/"'-h 



D 



.m-i 



OÙ les constantes (y, /, ^, (5') ont les valeurs (36) du 
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§ CLXVIII. La forme des int^ales (i), si natuFellement 
amende par la méthode que. nous avons suivie, conduit 
directement à la solution chercbeQ. 

§ CLXXl. 
EXPRESSIONS DES FORCES ÉUSTIQUES. 

Il s'agit d'introduire les valeurs (i) dans les équations à 
la surface. Désignons actuellement les (A,^S9 ^1)9 qui re- 
présentent les composantes des forces élastiques exercée^ 
sur tout élément-plan perpendiculaire au rayon, par les 
nouvelles lettres (^^G, OÏL] ^), leurs expressions {5), § CLX, 
s'écriront ainsi 

ar 
(3) / ^^^[L^^r^J, 

I dV^ "* r 
\rc d^ dr 

t 

Si Ton y substitue les valeurs (i), en se rappelaht toujours 
que -7^ = c --5 et eh posant, pôtir siinplifier, 

a • dr a ' dr 

21 
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ces expressions (3) se mettent définiiiyement sous la forme 
/ 3^ = Q(Kcos/>p-f-^sin/^)P, 



(5) 



SaF 
r- Q (^'cos l^ — L' $in l^) 

-4- Q (L'ccs/^i-f-^sin/T^) 



/P 
e 



qui reproduit celle (i) des (Û, V, W). 

En vue des applications, et de plusieurs conséquences 
importantes, il convient de donner ici le développement des 
coefficients (4). D'ailleurs, quand on passe des inté- 
gralejs (i) aux expressions (5),* il est nécessaire de savoir 
où se placent les douze constantes [A^-'^ B^^^ CO^, DO^], 
introduites par les termes simples des trois fonctions primi*- 
tives S-^J^ pour déterminer définitivement les valeurs de 
ces constantes, et assigner le rôle qui appartient à chacune 
d'elles, dans la solution générale. 

Si Ton complète les groupes (37) et (36), § CLXVIII, 
par Tintroduction d'une nouvelle somme bj et d/s qliatre 
nouvelles constantes \_y^^\ jS^'^]? en posant 



// 



(6) 



7 = 



\-^^z=zey >-+-2/x==a, 3^-h2fA=6, 
n[n — i)e — b 



P"= 



aC'in -H 3) 

û(2/z-f-'3)(/ï-Hi) 



•y , il ■ » 

ûr(2/i — i) 



— ^ 



P'" = 



n^e 



a 



a[in — i)n^ 



les rapports à la constante fx, des six coefficients (4)^ s'é- 



SUR LES COORDONISéES CURVILIGNES, ETC. 

^riVenl comme il suit : 
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K 

u 



-- = a« (/i — i) A"r'-='— 7: Ar« 
2(/H- !)(>!-+- 2) B^ 7'^B 



4- 



.11+3 



.«-hi 



DC 



= 2/1 (/ï — i) C" r»^« — 7"C- 



2(,î4-i)(/2 4-2)D" 7"'D 



/n-l-3 



(7) 



— =2(« — i)A"r"-»— 8"Ar» 
• ?.(/H-2)B" rB 



•Wt^ 



r.' 



IH-I 






.iH-.l 



.n-4-l 



L'___(«— OA'r"-' (/z-i-2)B^ 



/î H- I 



/?/• 



«-W 






Ainsi, les quatre premiers coefficients (4) sont des poly- 
nômes semblables, contenant quatre termes ; les deux der- 
niers sont des Hnômës semblables ; et les exposaiits de r, 
dans le, second groupe, ne se trouvent pas dans le premier. 

§ CLXXII. 

FORMES DES ÉQUATIONS A lA SURFACE; 

Maintenant, pour déduire de$ expressions (5) les équa- 
tions à la surface, il suffit d'y don.ner successivement à la 
variable r les valeurs r© et r^, des rayons appartenant, aux 
parois, intérieure ^et extérieure, dé l'enveloppe sphériqtié, 

21. 
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et de les égaler fcspeclivemeul aux six fonctions données 
de (ç, ^), désignées, au § CLXI, par (3(^q, DÏLq^ ^e) et 
(Xj, 3!L,, Sj) -, les trois premières fonctions étant Jes com- 
. posantes des efforts appliqués sur la paroi intérieure, prises 
arec un signe contraire, et les trois defniêres les compo- 
santes des efforts appliqués sur U paroi extérieure, prises 
avec leur signe. Ce qui dohne 

Q (k/cos l^ H- DC, sin /.]>) P = X , 

g (L.- COS/4. + <_. sin /'t ) c ^ 

S/P 
(4^iCos/.!; — L,•sin/^P)-- 

+ g (l; cos i'^'^ <:', smn)€ ^ ^:^], 

équations qu'il faut écrire deux fois, Tune avec l'indice 
ï = o, Faulre avec l'indice 1 = 15 ces indices étant doiinés 
aux coefficients, pour rappeler que, dans les polynômes 
qu'ils représentent, r est remplacé par ro, par r^. 

En ne considérant, dans les séries (8), que les termes 
qui correspondent à la même fonction P, ou au npiême cou- 
ple (/, 71 ), on voit qu'ils contiennent douze coefficients, 
maintenant constants, {K/, SH!,,...). A l'aide du tableau (7), 
ces douze coefficients s'exprimeront linéairement en fonc- 
tion des douze constantes [AO^, B^\ C^/\ D^^] introduites 
par les termes au même facteur P des trois séries ^^'K JDe 
là résulte, inversement, que si Ton obtient, d'abord, les 
valeurs des douze coefficients, ou en conclura, ensuite, 
celles des douze constantes, à Taide de douze équations du 
premier degré, comprenant deux groupes à quatre incon- 
nues, etdeux autres groqpeâè detix inconnues seulenaent. 
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Le problème proposé sera donc résolu , si Tou parvient 
à déterminer les valeurs, que doivent avoir les deux séries 
sextuples de coefficients (K,, DC,,...), pour rendre identi- 
ques les six équations (8). Or, on atteint ce but, en em- 
ployant successivement deux prooédés d'élimination, Fun 
fondé sur des lois connues des fonctions sinus et cosinus, ' 
l'autre sur une double propriété de la fonction P. 

Comme on l'a vu aux §§ CLXV et CLXVIj la série double 

indiquée par le signe Q admet deux modes de grorupement 
différents. De ces deux modes, c'est le second qu'il faut 
adopter ici . Remplaçant donc |S par l'indication suivante : 



/=00 

n=:QO 



les équations (8) prendront la forme 




ces 



/f 2 K.,P4- sin /^j;^ 2K*. P j = ^X.iy 



CCS 



] 



=^u 









les séries totales ayant les limites l du premier sigma (9)5 
les séries partielles , que multiplient cos l^ et siu /(p, 
ayant les limites n du second sigma (9). 
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S CLXXIII. 

ISOLEMENT DES SÉRIES PARTDELLES. 

Pour appliquer le premier, procédé d'élimination, il'fau( 
rappeler les théorèmes qui lui servent de base, çt qui, tout 
élémentaires qu'ils soient devenus, n'en sont pas 'moins 
importants. Si / est un nombre entier, les deux intégrales 
définies 

* 

' cos/ipû?ip, I sïtïl^d^, 
o Jo 

sont nulles^ la seconde toujours, Id première pourvu que / 
ne soit pas zéro, auquel cas sa valeur est sTr. De ce premier 
théorème, on déduit lé suivant : / et /' étant deux nombres 
entiers, les deux intégrales définies 

J/»27r /»27r 

• cos/\|* cos/'^j/<i^^, I sin /^^ sin /' \|^</\|/, 
o Jo • 

ont la valeur .zéro, quand / et Z' sont différents, et la va- 
leur TT, quand ces deux nombres sont égaux, taudis que 
l'intégrale définie 



X 



27r 

cos/^p sinl' •^d'^ 



est nulle dans les deux cas. 

Des deux théor-èrfies précédents résulte ce corollaire, que 
les deux intégrales définies 



*/o 

qui sont égales entre elles, et à tt, quand l'entier / n'est pas 
zéro, se séparent brusquement à celte limite, puisque la 
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première devient im^ et qu« la seconde s'évanouit. Pour 
éviter les distinctions encombrantes, qui résultent de cette 
anomalie, nous représenterons les deux intégrales définies 
qui précèdent par le symbole w^, en nous rappelant qu'il 
faudra Iç remplacer, lors des évaluations numériques, par 
27T ou TT, suivant que / sera ou ne sera pas zéro*, la seconde 
intégrale ayant disparu d'elle-même dans le premier cas. 

D'après dès propositions diverses, on isolera, dans les 
équations (lo), les séries partielles qui correspondent à une 
même valeur de /, en multipliant successivement ces équa- 
tions par les facteurs cos /({;//({/, sinZtp^/^, et intégrant de 
^ = o à c|/ = 2 7r. Ce qui donnera 

I r^^ 

yDC,P==— I ^iSin/J;r/iL; 
^r^ ^P ^n /P I f*^"^ 



{>') 



ici, toutes les séries des premiers membres, dans lesquelles 
/ est fixe et constant, s'étendent de /* = / à ^ =: oo ^ et les 
intégrales des seconds membres, qui sont définies en t|^, ne 
contiennent plus d'autre variable que a. 



(12) 
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§ CLXXIV. 

PROPRIÉTÉS DE lA FONCTION P(a). 

Pour appliquer le second procédé d'élimination, il faut 
établir les propriétés de la fonction P qui lui seryeiit de 
base. Soient P ei P' deux valeurs de celle fonction, qui cor- 
respondent à Id mêjne valeur de /, et à deux entiers différents 
n ^t nf *, elles vérifieront les deux équations ' différen- 
tielles [(20) S CLXV] 

__ _^.«(^_Hi)P = o, 

rfP' 
de» — , . 

—3 --^n' (/ï'-f- 1 P' = o , 

qui donnent, par rélimination de /', 

[«'(«'+!) -«(«,H-i)]PP'= ^ '^' '^ . 

Si l'on intègre cette dernière équation^ multipliée par «?«, 
entre \ti limites ^i ei+i de la variable a, on a 

(, 3)[«'(«'H- i)_«{«+i)] J^' PP'rf«= [c'^F g -P^)]^| • 

Or, P et P' ainsi que leurs dérivées n'étant infinies pour 
aucune valeur de a, la parenthèse du second membre s'éva- 
nouit aux deux limites par le facteur c* = i — a* 5 le pre- 
mier membre doit donc être nul. D'où résulte que Ton a 
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nécessairement 

(i43 i PP'€/a=0, 

lorsque les ei;itiersn et n' sont différents. 

Quand n! z=:n^ le premier membre (i3) s'évanouît par 
son premier facteur, et laisse indéterminée l'intégrale 
définie 



/-, '■■'■■ 



laquelle ne saurait être nulle, puisque tous ses âéments 
sont essentiellement positifs. Nous désignerons cette inté-- 

grale par le symbole cyj'^^ , pour indiquer qu'elle dépend à 

la fois des deux entiers lel n. On sait que sa valeuï* géné- 
rale est 



,.s,£v..=,n(ï^)n(ê^)=-:- 

(Leçons sur les fonctions ini^erses, p. 246)- 

Au théorème (i4)j qui e3t très«connu, il faut en joindre 
|in second, qui Test moins. L'intégration par partie donne 

J aa, aoL aa, J aa 

d'où Ton déduit, en substituant à la dérivée qui se trouve 
sous la seconde int^rale, sa valeur donnée par la première 
équation (12) ", 



33o LEÇÔKS 

pu bien, par la transposition d'un ^rme 

Si Ton prend les trois intégrales (i6) entre les limites — i 
et -+-1 de.a, le terme. détaclié s' annulant à ces dei|x. limites 
par le facteur c^, on a . . 

Le premier membre (17), partage nécessairement les pro- 
priétés du second. C'est-à-dire que, d -après le théorème (1 4)? 
on a identiquement, 

quand P et P, ayant le même /, diflèrent par n et h', et 
que, d'après la valeur (i 5), ^ 

lorsque les deux fonctions sont égalés, ou si n' r= n. Ce se- 
cond théorème, (18) et (19), était indispensable pour ache- 
ver la solution. 

§ CLXXV. 

ISOLEMENT DES PREMIERS GCŒFFIGIENTS . 

Le premier théorème (14)^ est seul nécessaire p6ùr déter- 
miner les coefficients K,, DÇ,-, dans les deux premières équa- 
tions (1 1). C^r il suffit de multiplier l'une oU l'autre de ces 
équations par le facteur Prfa, P étaiit lafonetion même que 
ipultiplie le coefficient dont op veut obtenir la Valeur, pois 
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• < > 

I 

d*intégrereatre les limites.-—! et +i de a 
paraître tous les autres termes, d'après (i^ 






'H-i- /»Q7r 

P^iCOS/^p^J 

«y I mJ t\ 



(ao) 



-/«tW 



o)C< = 



•/-—I t/0 



Pi)'^,- sin /^j/â 





«/tjf«^ 



Telles sont lès Valeurs générales, que ( 
coefficients <}ui composent les Séries dii ] 
. de la première équation (8), pour que ce 
reproduise identiquement les fonctions do 

• è 

% CLXXVI. 

DÉVELOPPEMENTS SIMULTAN] 

Les quatre dernières équations (i i ) form 
semblables à celui-ci ' 

^P ^ . /P 



(21) ^ - 



les seconds membres étant des fonctions c 
séries des premiers meEmbres ayant le me 
|es mêmes limites pour n, que les séries d 
s'agit d'isoler les coefficients E, C, dans ce 
Si l'on accentue la fonction P des secon( 
ajoute ensuite les deux ^qiuations, multipl 

par le facteur c -r- da. la seconde par — » 

* da, ■ ■ ^ c 

tiôn même qu^emploient les termes ayàni 
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dimt on T€iU obteoir la Taleor; enfin, ri oo intègre la somme 
obtenne entre les limites — i ei'+i de a : il ne restera, 
dans la première sÀie de cette sonmie, «jne le seul coeffi- 
cient choisi, tons les antres ayant disparu, d'après le théo- 
rème (i8); et Ton aura 

.. / X (.) ^o C^' (^^ ^P ^^ 'P\ ^ 



=r {" 



rfp ,/p\ _, 



ou bien, Tâénient de Tiniégrale, que multiplie diaqae 
coefficient C de la série qui reste, se réduisant à /^^(PF), 
plus simplement 

Or, la série (22) aux coefficients C disparait dans ^us 
les cas : i^ par le facteur / s'il est nul ; 2^ et si / n'est pas 
zéro, par le facteur c' de P [(21 ) § QL.XV], qui s'évanouil 
aux deux limites. On a donc définitivement 

E= fr ' 



(23) 



C=r ■ —7^^ 



car le coefficient C s'obtiendrait de la même manière, en 
intervertissant les deux facteurs, lors de la sommation. 
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Avec les coefficients (^3), les équations (21) donnent les 
développements simultanésr de deux fonctions connues de a, 
dans le système défini par unie valeur fixe de /, c'est-à'<-dire 
exclusivement composé avec tes fouctions P où ce nombre 
est le même. En adoptant successivement toutes les valeurs 
de /, on aurait autant de développements simultanés diffé^ 
rents, d*tin même couple de fonctions. Mais, pour le sys- 
tème correspondant à /= o, la simultanéité qesse, les équa- 
tions (2j) et les coefficients (23) ne donnent plus qu*un 
seul genre de développement distinct, qui est 

le coefficiei!it E ayant pour expression 



£ 



fc -r— dot 

dcL 

(25) t-i . 

On arriVef'âit directement à cette valeur («5)^ en établis- 
sant d'abord ce théorème particulier, que lés fonctions P 
ou / est zérOj donnent 



(26) J^ ^— •^-TT-'^^^O' 



c 

doL d OL 

quand P et P sont différeùts, et 

+1 



lorsque P^s= P, ou n'= ri. Résultats qui se déduisent d'ail- 
leurs des formules générales (18) et (19), en annulant /. 
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— § CLXXVII. 

fâOLEMENT DES DERNIERS COEFFIdENTS. 

Si Ton remplace, dan^ les formules (îîS), f et ^^ par les 
seconds membres de la troisième et de la quatriènie équa- 
tion (i,i), puis E et «î^ par L, et (— -Ç^,), o^ aura, 



U= 



1 . I. I c— Oll<cos./Ap — : — ^iûnl^] d^doi. 






C C f dV /P \ • 

/ / {c-j-^i^^^l^-^^-^ éWb, COS/rt* ) rfip dd 

et, si Ton remplace, dans les mêmes formules, f et y, par 
les seconds membres des deux dernières équations (ii), 
puis E et «î^ par i^i et L^ , il viendra . . * ... 



. I V 

t«= — ' 



d1^ IV \ 

c — OlLi sin /ij; -f- — ^i coB Z^» ) d^ d^' 



^ ^' \ /»H-i /.2ff ^ ^p ^p V 

I I ic—f^iCOsl-^-^.-^mLimJt^yd^doL 



L = 



{n) 



/2(/^4-I)ç^J"^&)y 



Telles sont les valeurs générales, que doivent avoir les 
coefficients des séries qui composent Içs premiers mem- 
bres des deux dernières équations (8), pour que ces pre- 
miers membres reproduisent identiquement les fonctions 
données SU/,, ^,, 
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§ CLXXVIII. 

TERJIES INDÉPENDANTS DE LA LONGITUDE. 

• 

Toutes les parties des doubles séries, ou des développe- 
ments simultanés (8), sont maintenant connues : car, les 
valeurs générales (20), (28) et (29) permettent de calcu- 
ler isolément chacun des coefficients, ijuelque part qu'il se 
trouve^ quand on connaît les dçux entiers l ein qui parti- 
cularisent le terme multiplié par ce coefficient. Il peut être 
utile de signaler, particulièrement, les termes pour lès- 
quels rentier / est zéro, et qui dominent, le plus souvent, 
dans les applications ^ on a alors 

(3o) 6.. = 27r, al'^ = 2 n (47^7)' 

et les expressions générales (20), (28) et (a^) donnent 

r 



-1 t/o 



27r . tJ^n) 






(3l) \ T ^ ^ V-' Jo ^°^ p _^ 



.-M _r-^ ^p 



2ff /î(/l -+- 1)0 



c --—^id^doL 
_ da. 



On arrive d'une autre manière à ces valeurs {3i), en 



i 

1 
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* 

annulant / dans le groupe partiel (i i) : il de¥ient alors 



et les coefijcients aux lettrea majuscules doivent être zéro, 
tandis que ceux aux lettres moulées s'obtiennent directe- 
ment, en s'appuyant sur les théèrëmes (i4) et (26). 



S, CLXXIX. 
œNCLDSICWS ET PRÉVKïONS. 

Les difficultés principales étant levées^ on peut regarder 
la question posée comme étant résolue^ puisque toutes \e^ 
constantes, introduites par l'intégration, peuvent se déter- 
miner à l'aide des coefBcients, niaintenant connus \ ainsi 
qu'il est dit au § CLXXIL Toutefois, plusieurs de ces con- 
stantes restent et doivent rester indéterminées, comme nous 
l'expliquerons dans la prochaine leçon, qui indiquera, en 
outre, les modifications à faire subir aux formules trouvées, 
lorsqu'on introduit les composantes (Bo, ^0, ^0) d'une ou 
de plusieurs forces extérieures. 

La solution générale du problème de l'éqiïilibre intérieur 
d'une enveloppe sphérique, soumise à des efforts qui dif- 
fèrent d'un point à l'autre de ses parois, est le premier 
exemple d'un corps de dimensions finies dans tous les sens, 
complètement traité par la théorie mathématique de l'élas- 
ticité. Si le système des coordonnées sphériques ouvre 
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encore la marche, dans ce nouveau genre de 
cela tient, sans doute, à la faculté qu'il possède 
lopper simultanément deux fonctions de sa coo 
à Taide des fonctions P. 

Il y a tout lieu de penser, qu'on ne réussi 
même voie, avec un autre système orthogonal 
découvrant, d'abord, la faculté analogue, de 
simultanément deux ou trois fonctions, de une 
de ses coordonnées* Car la simultanéité dans 1 
pements des fonctions données, parait être néces 
là simultanéité des équations aux différences 
intégrer, et par la présence simultanée des fdn< 
grées dans les équations à la surface. 

De la leçon actuelle résulte une extension de m 
mérita d'être signalée. Quand il s'agit de tro 
intégrale du refroidissement d'un corps de fort 
on sait que le problème d'analyse consiste, à i; 
quation générale par une somme de termes simph 
tous séparément cette équation , Satisfaisant en 
conditions de la surface, et qui sont multipliés p 
ficients, d'abord inconnus, que l'on détermine 
telle sorte que la série totale reproduise l'état ii 
détermination s^opère invariablement de la mèn 
à l'aide d'un théorème général qui permet d'isc 
sivement tous les coefficients de la série. Il n'y 
culier au corps proposé, que la forme et les pn 
termes simples qui lui correspondent. C'est 1 
dans leur recherche que gît toute la difficulté. 

Chaque terme simple résout, à lui seul, la que 
si l'état initial, ou la fonction à introduire, lui i 
proportionnelle. Si la fonction donnée est une 
néaire d'un nombre fini de termes simples, il 
nent seuls dans la solution. Enfin, si cette foneti 
ainsi réductible, tous les termes simples concc 
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résoudre le problème. En un mot, ils s'accordent toujours 
pour achever le traTail : là, c'est un seul ou plusieurs qui 
s'en chargent; ici , tous ensemble; et chacun d'eux trouve, 
dans son coefficient, la fraction qui lui est dévolue. 
' Cette marche, cette réduction k une seule difficulté parti- 
culière au corps proposé, ce concours toujours efficace des 
termes simples, se retrouvent : dans la question de l'équili- 
bre des températures ; dans la théorie du potentiel ou de 
l'attraction des sphéroïdes ; dans la théorie mathématique 
de l'élasticité lors des vibrations, et aussi, lors de Téquili* 
bre intérieur d'un corps solide, comme le constate, enfin, \è 
cas actuel des enveloppes sphériques. Ce n'est donc plus, 
là, une simple analogie, c'est une véritable loi, qui entrasse 
toutes les branches der la physique mathématique. 



s 
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DIX-NEUVIÈME LI 

ENVELOPPE SPHÉRIQUE.— VÉl 

tin du problème de Téquilibre d'élasticité des en 
Relations nécessaires. — Constantes indéterniin< 
forces extérieures. — Cas d'uQe sphère pleine. — 
rique. 



§ CLXXX. 

lÈQUAnONS DE CONDITIO 

La solution générale^ exposée dans la 
rencontre, dès les . premiers pas de son 
sorte de point d'arrêt, une objection, q 
bord de sa réalité, mais qui, étant soigne 
conduit, aU contraire, à Fune des meill 
que le géomètre puisse désirer. 

Dans toutes les séries qui expriment, 
(U, V, W), soit les composantes des 
on peut ne considérer que les seuls tern 
d'une même fonction P, ou d'un même 
(/, n), A ces termes, qui contiennent 
[A(>\ B<■/^ Oj\ D(>^], correspondent 
(K,, DC,,...), que l'on déduit des expr 
(20) § CLXXV, (28) et (9.9) § CLXXVI 
le couple choisi (/, n). Avec ces coeffic: 
actuelle de n, le tableau (7)5 CLXXI, d 
successivement r.= Tq, r^r^^ procure l 
miner les douze constatites, par deux { 
équations du premier degré, et deux aut 
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lions seulement, qui donnent 

(A", A, B", B) en (K., K., L., L.), 
(C*, C, D", D) en {X„ X„ O.-CO. 
^'^ ^ (A', B') en (L'., L'.), 

(C, D') en (C, t,)- 
Si, dans ces groupes, le nombre des constantes à évaluer est 
toujours égal au nombre des équations, il n^ aura, ni in- 
détermination pour les inconnues, ni relations nécessaires 
entre les données. C'est ce qui arrivera tant que l'entier n 
ne sera pas l'unité; mais, pour cette valeur particulière, 
il y a exception. 

En effet, on voit, à l'inspection du tableau (y) § CLXXI, 
que tous les premiers termes des équations à former ont 
pour facteur (n — i). Cçs termes disparaissent donc quand 
/i = I. Alors les constantes (A", C\ A', C) restent indéter- 
minées^ et les coefficients correspondants (K/, ^/,...), qui 
composent les seconds membres des 'douze équations, doi- 
vent vérifier certaines relations. Il importe de chercher ce 
qu'expriment ces relations nécessaires, ou ces conditions 
imposées aux données de la question, c'est-à-dire aux efforts 
appliqués sur les parois de l'enveloppe sphérique. 

Le tableau (7) § CLXXI, aidé des valeurs générales (6) 
qui le précèdent, donne pour le système des douze équa- 
tions, correspondant au cas de /z = i , le groupe suivant 

p--r,AH jJJ H — — B= — y 

oa ri art f* 

^ . 6 :^., a — e ^ Li 

nA fB"H j- B = ~, 

10 a n art f* 

loa r' art (t 

3ftB'=r?L'i, 
3pD'=r?^',, 
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qu'il faut écrire deux fois, l'une avec l'indice / 
avec l'indice i= i. Si l'on ajoute à la premiè 
tioDS (a) le double xîe la seconde, à la troisièmel 
de la quatrième, on a, en remarquant que les s 
la première ligne (6) § CLXXI donnent 4« — & | 



(3) 



j 3(tB = r?(Ki+ 2L,), 



(4) 



Dans CES équations (3), ainsi que dans les deuxl 
du groupe (a), les premiers membres ne chai 
quand on fait i=:o, puis i= i, et les seconds I 
doivent partager la même propriété. Ce qtii doul 

I »-;{K, ^- aL,) - r;(K. 4- aL.) = o, 
rJL',-r;L; = o, 

pour les relations qui doivent exister entre les 
(K„M„...), sin=i. 

$ CLXXXI. 

œEFFiaENTS CORRESPONDANTS. 



Or, quand n est l'unité, l'entier /peut iHre l'I 
zéro. Le groupe(4) doit donc être vérifié, 
par les valeurs des coefRcienis (K,, 3C,,...) q 
nent au couple {/== i, n=: i), et par celles qui a 
nent au couple (^ = o, na=i). Il faut d'abord | 
quelles sont ces valeurs. 

Au couple (/ = I , n = i) correspond la fnnc 
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d'après Texpression générale (^i) § CLXV, on a donc 



(5) 



/.= 1 , 71 = 1, P = c, c-7-=r — a, 

X-f-i / 



Désignons, pour simplifier, cos<p et sinif^ par d etV, et, 
pour plus de symétrie, sinf par s au lieu de a. En outre, 
remarquant que difda^ ou cd^d<f^ est F élément de sur- 
face de la sphère dont le rayon est Tunité, remplaçons, 
par a, cet élément précédé du double signe de Fintégration 
totale, en posant 



J d^dc^i ) = a( ); 

c^est-à-dire indiquons, par (7, uiie sommation faite sur 
toute la surface de la sphère de rayon t. A Taide de ces 
conventions, on peut écrire ainsi 

/ 3 3 

. K| = -7— ff ( ce' Sf^oi)', L,= s— ff ( — se' DïLi — *' S,) ; 

3 3 

, . , U.7t OIT 

(7) { s ■ 

L; = 5- ff(— jc* 6,-H «'an,), 

OTT 

4^', = i-.7(-M'G,-c'JR,,), 

OTT 

les résultats qu'on obtient, en substituant les valeurs (5) , 
dans les formules générales (20) § CLXXV, (28) et (29) 
§ CLXXVII. 

Au couple (/ = o , n = 1) correspond la fonction 
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P ^a = s, d'après l'expression citée ; on a <luncl 



"■=/_: 



et, à l'aide des cotiventions précédentes, on pJ 
ainsi 



(9) 






les résultats que l'on obtient, en substituant 1i 
dans les formules particulières (ii) ^CLXXVUll 



$ CLXXXII. 

SIX RELATIONS SONT NÉCESSAIRES. 
Partant de l'identité établie (€], posons enru 



c'est-à'dire indiquons, par \^ , une sommaii 

toute la surface de la spbère de rayon r,. D'a|»iè 
l'on substitue successivement les deux groupes ( A 
dans les deux premières relations (4) on aura 
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mant le facteur commun 7—9 

4^ 



/ 



(") 



— C (Sflytce' — 311/.*^— 6./) = o, 



car la seconde (4) est identique pour le groupe (9). 

Ensuite, si Ton substitue successivement les mêmes 
groupes, dans les deux dernières relations (4)^ il vient 

I 

(12) < § (— 6ir,w'— 31l/,r,c') 

""S (— ^o'"»^*'— 31l»r<»c') = o, 
§ (S.r.c)— § (g«r,c) = o; 
car la quatrième (4) est identique pour le groupe (9) . 



.5 
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§ CLXXXIII. 

LEUR INTERPRÉTATION. 

Aipsi les condUions imposées aux doni 
ou aux efforts appliqués sur les deux pai 
sphérique, consistent^ totalement, dans 
cessaire des six équations (ii) et (i^)* ' 
équations? La figure ci -jointe répond coi 
question. Le point O est le centre du s; 







OZ l'axe polaire, OX et OY sont les ray 
pour les longitudes o et - ^ M est uu poi 



l'espace, MX le prolongement du rayi 

tangente au méridien, M6 la tangente au 
lèle à Téquateur; et ces trois axes, en M. 
premiers, en O, des angles dont les cosi: 
par le tableau 
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Mjî;, Muiïl MS 



(i3) 



OX 



OY 



OZ 



ce' 


-se' 


-s' 


es' 


-s.s' 


& 


s 


c 


o 







Maintenant, sî Ton se rappelle que (Xi, ^i, ^i) et 
( — .îXGo) — *^09 — ^0)5 représentent les composantes des 
efforts, exercés sur les parois, extérieure et intérieure, de 
l'enveloppe sphérique, et rapportés à l'unité de surface ; com- 
posantes qui sont respectivement dirigées suivant les lignes 
de même définition que celles en M de la figure précédente ; 
à Tinspection seule du tableau (i3), on reconnaît, dans les 
premiers membres des trois relations (11)9 les sommes des 
projections, sur les trois axes en O, de toutes les forces 
appliquées sur les parois; puis on devine, et l'on vérifie, 
que les premiers membres des trois relations (12), sont les 
sommes des moments des mêmes forces, par rapport aux 
mêmes axes. 

En effet, la théorie des moments, si bien exposée dans le 
nouvel enseignement de la mécanique, donne, pour les 
moments des trois composantes (<D'^, 3îl, S) par rapport au 
centre O : i^ pour 3^ zéro \ 2° pour iTH/, 3ILr porté sur son 

axe représentatif O 31V> , qui est parallèle à MS et dirigé en 
sens contraire; 3** pour S, Sr porté sur son axe représen- 
tatif OCs^, qui est parallèle à MOU* et dirigé dans le même 
sens. Alors le tableau (i3) (à l'aide de sa dernière ligne), 
donne immédiatement les sommes des projections de ces 
moments, ainsi représentes, sur les axes en O, ou les mb- 



V 



\ 
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de la résultante par rapport à ces axes. Et l'interpré- 
'^es secondes relations (12) devient aussi facile que 
!|>reinières (n)* 
knes qub composent les premiers membres des 
.dtions (11) et (12) sont donc toutes reconnues, E}t, 
jqu'il faut que toutes ces sommes soient nulles , on en 
jonclut que les forces données doivent être telles, qu^ elles 
se fassent équilibre, sur l'enveloppe sphérique considérée 
comme un solide invariable. Les groupes (4)9 ou (11) 
et (12), n'expriment pas autre chose. 

Cette nécessité résultait d'ailleurs des équations mêmes 
de l'élasticité, qui, étant déduites de l'équilibre d'un paral- 
lélipipède et d'un tétraèdre élémentaires, considérés comme 
étant invariables , expriment conséquemment le même 
équilibre pour un corps de dimensions finies, formé par la 
réunion de pareils éléments. Les conditions indiquées exis- 
taient donc réellement dans la question posée. On les avait 
oubliées au départ, et la solution trouvée donne un témoi- 
gnage irrécusable de sa réalité, en réparant elle-même cette 
omission. 

§ CLXXXIV. 

SIX CONSTANTES INDÉTERMINÉES. 

Mais, il faut encore expliquer l'indétermination des 
constantes (A", C, A', C), qui correspondent aux deux 
couples (/ = i, n = i) et (/i=:o, w = i). Si elles dispa- 
raissent dans les développements des forces élastiques 
(«l'ï», 3ÎL, S), il n'en est pas de même dans ceux des dépla- 
cements ( U, V, W ) , car au tableau ( 2) § CLXX, qui donne 
les coefficients généraux de ces derniers développements, 
les constantes (A", C, A', G) ne sont plus accompagnées 
du facteur (n — i]. Ainsi, les (U, V, W) contiennent des 
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termes dont les constantes restent indéterminées, et qui 
subsisteront, lors même que les parois de l'enveloppe sphé- 
rique ne seront soumises à aucun effort, et que, conséquem- 
ment, tous les autres termes, toutes les autres constantes, 
disparaîtront. Supposons donc que les expressions des 
(U, V, W) soient réduites à ces seuls termes, si complète- 
ment indépendants des forces données, et cberckons leur 
signification. 

A Faide des valeurs (5) et (8) de la fonction P et de sa 
dérivée, appartenant aux deux couples (/, n) conservés, les 
formules générales (i) et (2) du § CLXX, donnent pour 
ces expressions réduites 

U = A'* H- A", et/ 4- Cr, es' y 

, ,, , V = A';c — A>c'-.C>/-hiA>5'-icr,n:% 
{14) \ * 2 * 2 * 

W = iA'.cr-AV4-(ï;c'-.-A>fc'---î-Cr,r«'. 
2 • * 2 * 2 

Les indices i et o donnés aux constantes indiquent qu'elles 
correspondent respectivement aux deux couples (1= i , n= i) 
et (/= o, n = i). ^Quatre constantes ont l'indice i, maïs 
deux seulement ont Tindice zéro : les (C^, C'^) n^existant 
pas, car dans les séries (i) § CLXX, les termes, où / 
est zéro, n'ont pas de coefficients aux lettres majuscules 

Puisque les six constantes des expressions (i4) sont indé- 
terminées, on peut considérer chacune d'elles isolément, 
comme si les cinq autres étaient nulles. Alors, la figure 
(p. 345), et le tableau (i3), conduisent facilement à leur 
interpréution. Les jU, V, W) étant respectivement les 
projections du déplacement très-petit de M, sur les axes 

(M3^, M5iU, Sr^), les constantes (A% C% A\) expriment 
respectivement de simples translations parallèles aux axes 
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(OX, OY, OZ), et les constantes (A',, C,, Â\) dé simples 
rotations autour des mêmes axes ; et ces six mouvements 
partiels peuvent se composer en un seul mouvement héli- 
coïdal, qu'expriment les six constantes réunies. 

Or, il est évident qu'un pareil mouvement élémentaire 
de l'enveloppe sphérique, tel que ses points matériels con- 
servent leurs positions relatives, ne peut faire naître aucune 
force intérieure, ni troubler l'équilibre d'élasticité, qui 
s'établit sous l'action des efforts appliqués sur les parois. 
Telle est la véritable cause de l'indétermination des six 
constantes du groupe (i4)) quand on n'introduit pas d'au- 
tres données que les équations à la surface. Les valeurs de 
ces constantes pourront se déduire de conditions toutes dif- 
férentes, telles^ par exemple, que la fixité de certains 
points du solide. 

§ CLXXXV. 

INTRODUCTION DtS FORCES EXTÉRIEURES. 

Il s'agit maintenant de reconnaître l'influence des forces 
extérieures, dont les composantes sont (Rq? ^o? ^o)» sur 
rèquilibre d'élasticité de l'enveloppe sphérique, et d'indi- 
quer les modifications c[ue l'introduction de ces forces 
apporte dans la solution générale. Il faut remonter jusqu'aux 
équations aux différences partielles, qui sont, dans le cas 
de l'équilibre, et en mettant a au lieu de (X -h 2 fx) : 

j dB (dX ^T\ ^ . 

a dB /d^\y dAA .„ . 



(i6) 
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les fonctions (6, ^v,, tfe, r) s'exprimant en (U, V, W) par 
les relations suivantes : 

I dr'V I dcY I dW 

^ = ■3-7— "^-^7"^ TT' 

r* ar rc df rc ay 

1 idV d!eW\ 

La détermination des valeurs (Uo, Vo, Wo) strictement 
essentielles pour faire disparaître, lors de la vérification^ 
les termes en (Roi ^09 ^9) des équations (i5), exige que 
l'on connaisse ces termes eux-mêmes. Lorsqu'ils sont don- 
nés en (r, ç, ^j^), on cherche d'abord la forme que doivent 
avoir les (Uo, Vq, Wq) pour atteindre le but qui leur est 
assigné, puis on emploie la méthpde des coefficients indé- 
terminés. C'est ainsi que Ton a résolu les cas suivants : 

Premier cas, — La force extérieure a une direction et 
une intensité constante, telle que la pesanteur. — Dirigeant 
Taxe polaire du système des cordonnées sphériques paral- 
lèlement à la direction de cette force extérieure , et en sens 
inverse, on a 

(17) Ro = — S'*, ^o = '-gCj % = o; 

puis, posant, pour simplifier, 

g^ 

on trouve les expressions strictement essentielles 

(19) Uo~Xr'i-, V„ = — 3X7-V, Wo=o; 
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lesquelles, étant substituées dans le groupe (16 
g^ . g^ 

= ^rj, JUrro, 'iJl, = 0, r=^ 
A A 

valeurs qui annulent lés. premiers membres 
tions (i5) écrits avec les (17). 

Second cas. — La force extérieure est une 
dirigée vers le centre du système sphérique, et 
nellé à la distance à. ce centre. — Si l'on repr 
Tinterisité de la force (toujours rapportée j 
masse) , pour la distance n , on a 

(20) Ro = — Cr, ^» — o, ^^0 = 0, 

et Ton trouve les expressions strictement esseï 

{21) Uo = -2 , Vo = o, Wo = o, 

^ ' ïoa r, 

lesquelles, étant substituées dans le groupe (i 
. g^ '•' 

2a r, 

valeurs qui vérifient les équations (1 5) , écrites . 

Troisième cas» — L'enveloppe sphérique 
tour de Taxe polaire, avec une vitesse angulaire 
on considère l'équilibre relatif qui résulte de 1 
de la force centrifuge. — On a 

(22) Ro=wVc% 4)o = — wVc5, To = c 

et, posant, j)our simplifier 

7« 



on trooTe les expressions strictement csacntîdles 



.24; U,= fj— r»jiH, T.=^r-cf. W«=o, 



leiquelles. étant snbstitiiées dans le groupe (16), dcmncnt 

» = r'c», ,V=o, ifr = o, r=:o; 

valeurs qui Terifient les éqiutions (i5), écrites arec 
les (22). 

$ CLXXXVI. 

NOUVEAUX œEFFIOENTS. 

Lorsque les fonctions (Uf, V«, W«), qui correspondent k 
des valeurs données des (R«, 4>«, ¥«), sont déterminées, il 
faut les joindre au groupe (i) § CLXX. On doit substituer 
ensuite les (U, V, W), complétés par cette addition, dans 
les expressions, (3) S CLXXI, des composantes (JC, DIL^ Ç) 
de la force élastique qui s'exerce sur tout élément-plan 
perpendiculaire au rayon ; de telle sorte que, si Ton pose, 




(?5) 

^\rc d^^ dr J ' 

ces valeurs, qui seront complètement connues en (r, f , (p), 
viendront s'ajouter aux séries, à coefficients indéterminés, 
du groupe (5), § CLXXI. Alors, quand on écrira les équa- 
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lions à la surface (8.) § CLXXII, îl suffira d'y substiluer 
aux (X,, 31V;, fBi) les différences 



( 



26) [x,— jî^,^"^], [oTi, -7 ^!"^]» [e,— ^^n 



dans les(|uélles les [<^r\ 31tf \ sj"^] représentent ce que 
deviennent les fonctions connues (a5) lorsqu'on y fait 
r =z Ti. Et la même sqbstitùlion faite dans les expres- 
sions (ao) § CLXXV, (28) et '(29) § CLXXVII, don^era 
les valeurs défii:^itives des coefficients. 

Si les (^, , Dïii , S,) sont nuls, les coefficients (K;, ^o...) -, 
ne s'annuleront pas tous pour cela, car les seconds termes 
des différences (26) subsisteront encore sous les intégrales 
définies qui les composent, Aux coefficients existants cor- 
respAdront des constantes [A.U\ B^/\ Ç^-'^ D^^^] que l'on 
déterminera; et à l'aide de ces constantes les expressions 
complètes des (U, V, W), donneront J§s. véritables projec- 
tions des déplacements moléculaires ^e J'enveloppe spl^é- 
rique, dus à la seule introduction de la force extérieure v 
projections qui pourront différer beaucoup des (Uo, Vo, Wo) 
primitifs. 

Si, les (X,, 311/,, S,) n'étant'pasaaulç, on fait la substitu- 
tion (26) dans les équations de condition (11) et (12), ces 
équations, .convenablement transformées, expriment alors 
que les efforts appliqués sur les parois doivent faire équi- 
libre à la résultante des forces extérieures spUicitant la 
masse, par exemple au poids de l'enveloppe, dans les - 
deux premiers cas du § CLXXXV. Lors du troisième cas, 
la résultante des forces centrifuges étant nulle , les efforts 
sur les parois doivent s'équilibrer entre eux.- 



23 
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§ CLXXXVIl. 

CARACTÈRE DE LA SOLUTION GÉNÉRALE. 

La solution du problème de l'équilibre d'élasticité d'une 
enveloppe sphérique étant complétée, dans toutes ses par- 
ties essentielles, terminons par quelques réflexions, sur le 
caractère et la généralité de cette solution. 

Des trois composantes (011», 311, ^) de la force élastique 
exercée sur un élémént-plau perpendiculaire au rayon, X 
est la composante normale, (31L, G) sont les composantes 
tangentielles. On' voit, d'après cela, que les coefficients 
(K;, 9C,), (20) § CLXXV, dépendent uniquement des com- 
posantes normales des efforts appliqués sur les parois, et que 
ceux (Li, 4^,, L^ 9 -Ci) ne dépendent que des compo^^tes 
tangentielles. Il résulte, alors, des relations indiquées par le 
tableau (1), que les constantes accentuées (') ne dépendent 
que des cocnposantes tangentielles des efforts exercés, mais 
que toutes les autres dépendent à la fois, des composantes 
normales, et dès composantes tangentielles. 

C'est ainsi que la moindre modification apportée, dans 
la direction ou l'intensité de la force appliquée en un point 
des parois, se transmettra, parles coefficients aux constan- 
tes, et par les constantes à un terme quelconque des séries, 
qui expriment les dép1ac*ements relatifs de tous les points 
de l'enveloppe sphérique. Celte solidarité, qui définit si 
bien le phétiomène de Télasticité, forme aussi le caractère 
principal de la solution trouvée, et explique même sa forme 
nécessaire. 

§ CLXXXVIII. 

CAS D'UNE SPHÈRE PLEINE. 

Quand la paroi intérieure n'existe pas, ou quand il s'a- 
git, de l'équilibre d'élasticité d'une sphère solide, dont- la 
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surface, de rayon Ti, est soumise 
d'un point à un autre de cette si 
raie se simplifie par la. disparitio 
termes contenant des puissances n 
la valeur r= o appartient alors l 
lide, et doit donner des râleurs fii 
tiques qui correspondent k ce poi 
Les termes des trois séries ^^J\ 
tégrales, ne doivent donc plus ce 
constantes [AO'^, C^'^]. Les éqùa 
duisent^ à trois, Findice t étant e% 
expressions générales des coeffici 
mais, pour cîhàijue couple des ent 
que les six coefficients dont Tindi 
stantes correspondantes sont déte 
pes de deux équations, et par dei 
inconnue, lesquelles donnent 

• 

(A", Ai) en (K 
{CVC5en(S)t 

^^7) ^ A' «n I' 

A en L, 
C en ^', 

L^es équations de condition (ii) < 

sommations W , et expriment qi 

la surface de la sphère doivent, c 
ou faire équilibre à la résultante < 
licitant la masse, suivant que ces 
supprimées, ou introduites. 
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§ CLXXXIX. 

CAS DT\E CA\TrÉ SPHÉRIQDE. 

Quand la paroi extérieure n'existe pas, ou quand il s'a- 
git de Téciuilibre intérieur d'un milieu indéfini, d^élasticité 
constante, entourant une cavité sphérique , dont la paroi, 
de rayon r^, est soumise à des efforts^ qui difierent d^un 
point à un autre de cette paroi ^ la solution générale se 
simplifie par la disparition nécessaire de tous les termes 
contenant des puissances positives du rayon r : car la va- 
leur r = 00 , appartient alors à des points du milieu, et ne 
doit pas donner des valeurs infinies, pour les forces -^élas- 
tiques qui correspondent à ces points. 

Les termes des trois séries. ^^•'^,. introduites dans les inté- 
grales, ne doiveilt donc plus contenir, chacun, que les con- 
stantes [ B^''^, D^'^ ].* Les équations à la surface se réduisent 
à trois, l'indice /* étant exclusivement zéro. Les expressions 
générales îles coefficients restent toujours les mêmes, mais, 
pour chaque couple des entiers (/, w), il n'y a plus qife les 
six coefficients dont l'indice est zéro, et les .six constantes 
(.correspondantes sont déterminées, par deux groupes de 
deux équations, et par deux équations à une seule inconnue, 
lesquelles donnent " - • 

(B", B) en^(K., L.), 

, o, , (D", Dj) en (3C., O). • 

^ ^ \ B' en l;, 

Les efforts exercés sur la paroi de la cavité sphérique n'ont 
pas de relations nécessaires^ car les équations de condi- 
tion (il) et (l'i) se rapportent au groupe de constantes 
([ui a dû disparaître, et le groupe restant n'indique autune 
indétermination. 
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On remarquera, en rapprochant la* solution générale des 
deux solutions particulières qui précèdent, que, si les efforts 
('%4, OK/j, (5,) exercés sur la surface de la sphère pleine, de 
rayon r,, et ceux ( — Xq, — OV^q^ — Go) exercés sur la 
paroi de la cavité sphérique, de rayon Tq, sont les mêmes 
que ceux respectivement exercés sur lefe parois, intérieure 
ot extérieure, de rayons* /'i et To»* de l'enveloppe sphérique; 
les deux groupes des coefficients (K,, Df,,...), qu'ils soient 
séparés ou réunis, conserveront exactement les mêmes va- 
leurs numériques. 

Mais, il .ne s'ensuit pas que les séries qui exprititicnt les 
forces élastiques et les déplacements du cas général, soient 
les sommes des séries correspondantes des deux cas parti- 
culiers : car, pour, chaque couple des entiers (/, w), les 
douze constantes, réunies dans le tableau, (i), seront très- 
différentes de celles données, séparément, par les tableaux 
(2^) et (28) ; quoiqu'elles soient toutes déterminées à l'aide 
des mêmes coefficients (K,, SH'/,»..). 



Pour compléter l'examen' de la solution générale, il fau- 
drait étudier successivement les termes les plus influents^ 
ou ceux qui correspondent aux moindres valeurs des entiers 
(Z, w.), et faire ressortir les propriétés caractériistiques, et 
distinctes, de ces différents termes, desquels chacun pour- 
rait exister seul, si les fonctions introduites ou lès efforts 
extérieurs se prêtaient à cet isolement. On devrait, aussi, 
considérer particulièrement le cas des enveloppes sphéri- 
ques minces^ ou dont l'épaisseur [r\ — Tq) est une très- 
petite fraction du rayon rj, ce qui permettrait de simplifier 
considérablement les séries finales. Enfin on pourrait citer 
un grand nombre d'applications spéciales et importantes. 
Mais nous passerons tout cela sotis silence. Une digression 
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trop éiendue, sur une quiestkm particulière de la théorie 
mathématique de l'élasticité, pourrait doBDcr quelque appa- 
rence de raison, a ceux qui ne Teulent voir, dans la grande 
généralité de cette théorie, qu'une ccmqplicaticm inextrica- 
ble, et qui préfèrent et prônent des procédés hybrides, mi- 
analytiques et mi-empiriques, ne servant qu'à masquer les 
abords de la véritable science. 
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VINGTIEME LEÇON. 



PRINCIPES DE LA THEORIE DE L'ELASTICITE. 



Cerlitude de la ihéorie mathématique dé l'élasticité. — Doutes relatifs à 
rancien principe. — Equations certaines. — ^îouveau principe de rélas- 
ticité constante. — Lemmes fondamentaux. ^—Conclusions. 



. § exe. 

REVUE DE SES ÉQUATIONS. 

L'objet principal de cette dernière leçon ^st de don- 
ner les développements réclamés par les astérisques des 
pages 203 et 264» de discuter les principes qui ont servi de 
base à la théorie mathématique de l'élasticité, et ceux qu'il 
convient d'adopter aujourd'hui, pourbanjiir toute incerti- 
. tude sur les conséquences de celte théorie. Il s'agit, au fond, 
de constater que toutes les équations de la feuille (7, peuvent 
être établies sans faire aucune hypothèse sur la nature et les 
lois des actions moléculaires. C'est ce qui a lieu, évidem- 
mentj pour les quatre premiers tableaux, où lc$ relations 
des (N,, T,), et leurs variations nécessaires, sont unique- 
ment déduites des théorèmes généraux de la mécanique ra- 
tionnelle. Il en est encore de même des valeurs (N,^ T,) du 
tableau V, prises avec tous leurs coefficients indépendants; 
car, en ne considérant que des déplacements (w, t^, w) très- 
petits, on établit facilement que tels sont les premiers ter- 
mes des fonctions (N,, T.) développées, ceux qui doivent 
être les plus sensibles. 
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§ CXCI. 

EXAMEN DE L'ANCIEN PRINaPE. 

• 

Il reste donc à examiner, par rapport aux deux derniers 
tableaux de la feuille C, si la définition particulière de 
Télasticité constante, et surtout l'énorme réduction qui en 
résulte de tous les coefficients à deux seulement, sont bien 
exemptes de toute hypothèse, ou si elles ne présupposent pas 
une loi, pour les actions mutuelles de molécules voisines et 
inégalement déplacées. Sous ce point dé vue, les deux 
lemmes dont je me suis servi, dans les Leçons sur V Élasti- 
cité^ pour en conclure la définition dont il s^agit, n'y sont 
pas présentés d'une manière complètement satisfaisante. 
,Leur démonstration a besoin d'être reprise, pour en effaOer 
tout vestige des anciennes idées. Mais avant d'entreprendre 
cette, rectification, il importe de passer en revue les diverses 
parties du principe énoncé page 263, et sur lequel on s'ap- 
puie, pour réduire les trente-six coefficients deô (N,-, T,) 
du tableau Y, k quinze seulement. 

S cxcii. 

DOUTE RELATIF AUX MOLÉCULES. 

D'abord, qii'est-ce : une molécule ? L'analyse mathéma- 
tique ne peut aborder le phénomène de l'élasticité d'un 
corps solide hoïnogène, chimiquement simple ou composé, . 
qu'en considérant ce corps comme formé de particules simi- 
laires, jouissant toutes des mêmes propriétés, et conservant 
la nature propre du solide lui-même-. De là résulte la né- 
cessité d'admettre que chacune de ces dernières particules 
occupe seule un volume déterminé, nécessairement polyé- 
drique, dilatable et compressible entre certaines limites, 
qui ne saurait être divisé sans dénaturer le milieu, et dans 
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lequel peuvent exister des mouvements t 
là ce qu'on entend par une molécule^ il i 
de l'assimiler à cet être métaphysique, qi 
matériel, et qu ou dépouille de toute dii 
que, pour n'avoir pas à considérer les efi 
ses mouvements internes. 

§ CXCIII. 

DOUTE SUR LES ACTIONS MUTl 

Que veut dire cette expression, action 
' molécules? Pour répondre d'une manie 
question, il faut remonter jusqu'aux pr 
la dynamique. D'après l'un d'eux, il n 
étrangère, pas de force à chercher, lorsc 
d'un point est rectiligne et uniforme. O 
point matériel. Mais, si ce point est le 
d'une molécule isolée, il faut, en outre,'d 
fondamental de M. Poinsot, quelamolé< 
de ce centre, de telle sorte que l'ellips 
sur un même plan tangent. Si la rotatit 
à cette condition essentielle, .il 'existe ui 
qui modifie ce mouvement. De là résu^i 
cul es doivent agir l'une sur l'autre de d« 
modifiant la translation de leurs centres ( 
rant la rotation autour de ces centres. 

§ CXCIV. 
DOUTE SUR LA FONCTION-FAC 

Si telle est, en réalité, l'actiop niutue 
cules, on arrive à celte conséquence, qu( 
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• 

direction, pour une même distance^ pour un même écarte- 
ment, le travail ou la puissance vive de l'action totale peut 
se partager très-diversement entre les deux actions par- 
tielles : dans tel concours de circons.tances ambiantes, se 
jiorter en totalité sut la translation, dans tel autre, sur la 
rotation. C'est-à-dire que la fonction-facteur introduite, 
peut changer indépendamment des variables qu'on lui 
donne. 

S cxcv. 

DOUTE SUR LA DIRECTION DES FORGES. 

D'un autre côté, l'éther confiné dans les volumes parti- 
culaires doit influer sur l'élasticité : on n'en saurait dou- 
ter, quand on se rappelle Tintensité des phénomènes physi- 
ques qu'il peut occasionner. Or, le calcul, en supprimant 
cet agent, ne fait pas autre chose que substituer, à toutes 
les actions de l'éther d'une particule, une seule action éma- 
nant de son centre de gravité. Alors, est-il bien certain 
que cette force unique doive avoir la direction qu'on lui 
assigne, pour remplir fidèlement son rôle de résultante^ 
entre particules aussi rapprochées qu'elles le sont dans un 
milieu solide, et surtout dans ce qu'on appelle la sphère 
d'activité des actions moléculaires.^ 

Enfin, quand on attribue à la fonction-facteur, la pro- 
priété d'avoir la même valeur pour deux directions oppo- 
sées Tune à l'autre, on admet exclusivement une distribu- 
tion particulaire, qui ne s'accorde pas avec plusieurs faits, 
tels que, la cristallisation télraédrique, rélectrisation par 
la chaleur de certains cristaux, etc. 
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§ CXCVI. 

SEULES ÉQUATIONS CERTAINES. 

On le voit, chaque partie du principe dont il s'agit, cha- 
que mot de sou énoncé, donne lieu à un doute, déguise une 
hypothèse, ou présuppose une loi. La théorie mathéma- 
tique de Télaçticité ne peut donc faire usage de ce principe, 
sans cesser d'èlre rigoureuse et certaine. Pour être sûr de 
rester d'accord avec les faits, elle doit se restreindre : i** aux 
équations générales déduites, avec Navier, des théorèmes 
fondamentaux de la mécanique rationnelle; a^ aux rela- 
tions qui existent entre les forces élastiques autour d'un 
point, si bien définies par la loi de réciprocité, ou par 
Fellipsoïde d'élasticité, et qui résultent de l'équilibre du 
tétraèdre élémentaire, imaginé par Cauchy ; 3^ aux (N,, T,) 
exprimés linéairement par les dérivées premières des dé- 
placements, avec leurs coefficients indépeudants, sous la 
forme essentielle établie par Poisson . 

Ainsi les belles recherches ultérieures de ces géomètres, 
partant de lois préconçues; sortent du champ des applica- 
tiens actuelles. Mais, elles ont admirablement préparé, et. 
rendront faciles les applications futures, lorsque de nou- 
veaux faits, et leur étude approfondie, auront conduit aux 
lois réelles des actions moléculaires. 

§ CXCVII. 

PRINCIPE DE L'ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

Revenons maintenant au cas particulier de Télàsticité 
constante, ou aux deux lerames qui servent de base à sa 
définition. On considère un milieu solide^ d'une homogé* 
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néité, -et d'une élasticité, telles : i® que par le centre de 
gravité O de chaque molécule, on puisse mener trois plans 
rectangulaires (partout de mêmes directions), divisant le 
milieu en parties symétriques; «'est-à-dire qu'à chaque 
molécule pondérable, existant dans l'un des huit angles 
trièdres formés, correspondent sept molécules symétrique- 
ment placées dans les autres 5 2** qu'un élément de volume w, 
dont Ofait partie, éprouvant une première action élastique, 
de la part de toutes les molécules contenues dans un pre- 
mier angle trièdre A, et dont les déplacements relatifs sui- 
vent une loi donnée, si, daus un second angle trièdre A', 
les déplacements sont symétriquement les mêmes, la se- 
conde action élastique exercée par A' sur co aura la même 
intensité que celle exercée par A, et une direction symé- 
trique de la première. 

On admet, de plus, que si les déplacements relatifs dans 
A' sont symétriquement les mêmes que dans A, mais de 
sens opposés, l'action de A' sur o), aura encore la même 
intensité que celle de A, et une direction symétrique, mais 
de sens contraire. Tel est le seul principe qui soit néces> 
saire. Gn peut d'ailleurs le regarder comme évident, en 
s'appuyant sur le mode d'approximation adopté : car, en 
limitant les développements des forces élastiques aux pre^ 
mières puissances des dérivées premières des déplacements, 
ces forces élastiques changent de signes, en conservant les 
mêmes valeurs absolues, quand les déplacements relatifs 
changent de sens. 

§ CXCVIII. 

LEMMIi DE LA TRACTION SIMPLE. 

Cela posé, adoptons le point O pour origine, et ses trois 
plans de symétrie pour cciix des coordonnées rectilignes. Le 
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premier lemme consiste en ce que, si la loi des déplacemeiils 
est 

(i) u = o, t'^zOy w=ez, 

et indique une simple traction parallèle aux z^ la force 

élastique exercée, en un poilit M de OX, sur un élément-* 
plan xSj, perpendiculaire aux x^ sera normale à cet élément. 
Prenant pour w le cylindre de base u^. dont les génératrices 
sont dirigées vers O, la force élastique cherchée est la résul- 
tante des actions exercées sur co par les quatre angles trièdres 
situésà droilede us^- Les déplacements relatifs donnés par la 
loi (i) sont symétriquement les mêmes dans les quatre angles 
trièdres. Alors, les quatre actions partielles auront la même 
intensité, et des directions symétriques. Leur résultante 
sera donc dirigée suivant l'axe des x. C'est ce qu'il fallait 
■démontrer. 

§ CXCIX. 

LEMME DE LA TORSION SIMPLE. 

« 

Le second lemme consiste en ce que, si la loi des dépla- 
cements est . 

( 2 ) uz=z — azy, V == azx , tv = o , 



et indique une simple torsion autour de OZ, la force élas- 
tique, exercée, en M, sur tSj,^ sera nulle, et celle exercée, au 
même point M, sur Télément-plan o, perpendiculaire aux 
-3, sera langentielle et parallèle auxj^. Considérant le même 
élément de volume cylindrique w de base tD^ que dans Je 
lemme précédent, la force élastique exercée sur ts^ sera 
la résultante des actions exercées sur w par les quatre 
angles trièdres situés à droite de t3^, et désignés par le 
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tableau suivant 



mr""^ • iBi^—^ • 



A 



_a;_ 
a; 



vu d'un point pris sur le prolongement de OM. Or, îl résulte 

• 

'de la loi (2) que les déplacements' relatifs seront symétri- 
quement les mêmes dans les quatre angles trièdres, qu'ils 
aurobt un même premier sens pour le couple (A, A',), et un 
même second sens pour le couple (Ai, A'), mais symétrique- 
ment opposé au premier. Les deux actions de (A, A',) sur &) 
donneront une première résultante suivant la bissectrice 

OX, et les deux actions de (Ai, A') une seconde résultante 
suivant la même bissectrice, de même intensité que la pre- 
mière, mais de sens opposé. La résultante totale sera donc 
nulle. 

Prenons maintenant pour w le cylindre de base tr, dont 
les génératrices sont dirigées vers les z négatifs, la force 
élastique exercée sur rj^ sera la résultante des actions exer- 
cées sur o) par les quatre angles trièdres désignés par le 
nouveau tableau 







Ao 



'I 



vu d'un point pris sur la perpendiculaire élevée en M sur 
es,. Les déplacements relatifs dans A' sont respectivement 
les mêmes que ceux dans A, mais symétriquement de sens 
opposés; on en conclut que la résultante des actions de ces 
deux angles trièdres sera dirigée suivant une bissectrice 
parallèle aux y. On arrive à la même conclusion pour la 
résultante des actions du couple (Ao, A'J. Donc la résul- 
tante totale sera la somme de ces deux résultantes partielles, 
et dirigée, comme elles, parallèlement aux j^. 



SUll LES COORDOMNÉES CURVILIGNES 

§cc. 

CONCLUSIONS. 

Avec ces nouvelles démonstrations, sul 
des §§ XVI et XVII des Leçons sur VÈlast 
ment des formules inscrites aux deux derr 
la feuille C, et qui se rapportent à l'élas 
est complètement dégagé de toute hypothè; 
préconçue. Et tel est précisément le but 
étions proposé. 

Il résulte des leçons précédentes, que, s: 
données curvilignes est venue de la ihéori 
deTélasticité, c'est aussi dans cette théori* 
instrument conduit aux lois les plus comp 
tre le plus grand nombre d^ application s. C 
les équations aux différences partielles de V 
formées à Taide des divers paramètres du 
gonal, se présentent sous la forme qui se pi 
intégrations. En outre, étant exprimées p 
des surfaces conjuguées et les variations suii 
térsection , elles donnent elles-mêmes leu 
géométrique, ou les lois différentielles du 
die. 11 semble, d'après cela, que cette théoi 
meut, fassent deux parties d'un même tout 
puisse plus être considérée sans l'autre -, so 
turelle, qui justifie Tétendue que nous 
cette dernière partie du Cours. 



Si quelque personne trouvait étrange et si 
ait pu fonder un Cours de Matliématiqu 
idée des systèmes de coordonnées, nous k 
quer, que ce sont précisément ces systèmes 
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les phases ou les étapes de la s(^ieiïcc. Sans riuvention des 
coordonnées rectilignes, l'algèbre en serait peut-être encore * 
au point où Diophante et ses commentateurs Tont laissée, et 
nous n'aurions, ni le Calcul infinitésimal, ni la Mécani- 
que analytique. Sans l'introduction des coordonnées sphé- 
riques, la Mécanique céleste était absolument impossible. ' 
Sans les coordonnées elliptiques, d'illustres géomètres n'au- 
raient pu résoudre plusieurs questions importantes de cette 
théorie, qui restaient en suspens*, et le règne de ce troi- 
sième genre de coordonnées spéciales ne fait que commen- 
cer. Mais quand il aura transformé et complété toutes les 
soliitions de la Mécanique céleste, il faudra s'occuper sé- 
rieusement de la Physique mathématique, ou de la Mécani- 
que terrestre. Alors viendra nécessairement le règne des 
coordonnées curvilignes quelconques, qui pourront seules 
aborder les nouvelles questions dans toute leur généralité. 
Oui, cette époque définitive arrivera, mais bien tard : ceux 
qui, les premiers, ont signalé ces nouveaux instruments, 
n'existeront plus et seront complètement oubliés; à moins 
que quelque géomètre archéologue ne ressuscite leurs nom^. 
Eh! qu'importe, d'ailleurs, si la science a marché! 
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